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Abstract

Diese Arbeit basiert auf dem in viXra:1906.0321 veréffentlichten Modell. Da die kosmologische
Hintergrundstrahlung mehr oder weniger exakt der PLANCKschen Strahlungsformel gehorcht,
mull dies aufgrund der Ununterscheidbarkeit einzelner Photonen fiir jeden beliebigen
schwarzen Strahler gelten. Daraus ergibt sich die Vermutung, dal® der Abfall im oberen
Frequenzbereich Ursache der Existenz einer oberen Grenzfrequenz des Vakuums sein
koénnte. Da der niederfrequente Teil der Kurve dem Frequenzgang eines Schwingkreises mit
der Gute 1/2 entspricht, wird untersucht, ob es gelingt, durch Multiplikation dieser
Ausgangskurve mit dem dynamischen, zeitabhangigen Frequenzgang o.g. Modells, die
Plancksche Kurve zu approximieren. Ursache der Zeitabhangigkeit ist die Expansion des
Universums. English version available in viXra.




1. Grundlagen

Diese Arbeit basiert auf einem von mir in [1] veroffentlichten Modell, die Idee dafiir
stammt von Prof. Cornelius LANCZOS. Es definiert die Expansion des Universums als Folge
der Existenz eines metrischen Wellenfelds. Die Zeitfunktion dieses Felds basiert auf der
Hankelfunktion, die sich wiederum aus der Summe zweier Besselfunktionen (J, und Y)
zusammensetzt. Die besonderen Eigenschaften der Besselfunktionen fithren zu einer
Zunahme der Wellenlidnge, die durch den Abstand zwischen zwei Nulldurchgéngen definiert
ist. Das Modell flihrt damit zu einer Quantisierung des Universums in einzelne
Linienelemente mit besonderen physikalischen Eigenschaften. Ein einzelnes Linienelement
kann durch das Modell eines verlustbehafteten Schwingkreises mit Parallelwiderstand
beschrieben werden. Eine besondere Eigenschaft des Modells besteht darin, da3 die Giite Q
dieses Schwingkreises identisch mit dem Phasenwinkel 2wt 0.g. Besselfunktion ist. Es gilt
Qo=2w,t. Der Wert o, entspricht hierbei der PLANCKschen Frequenz.

Es wurde eine spezielle Losung der MAXWELLschen Gleichungen fiir die Hankelfunktion
mit iiberlagerter Storfunktion gefunden, die die Wellenausbreitung im Vakuum beschreibt
und die Expansion mit einschlieB3t. Diese spezielle Losung verfiigt iiber eine eigene Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit gegeniiber dem leeren Raum (Subraum), die zum derzeitigen Zeitpunkt
fast Null ist. Hauptidee des Modells ist, daf} sich diese Ausbreitungsgeschwindigkeit geome-
trisch zu der Ausbreitungsgeschwindigkeit einer iiberlagerten Welle addiert, wobei die Ge-
samtgeschwindigkeit gegeniiber dem Subraum immer exakt ¢ betrdgt. Damit 146t sich die
kosmologische Rotverschiebung genau beschreiben.

Eine Schluflfolgerung aus dem Modell ist die Existenz einer oberen Grenzfrequenz des
Vakuums, die bisher nicht nachgewiesen werden konnte, da ihr Wert um GréBenordnungen
iiber dem technisch machbaren liegt. Eine andere SchluBlfolgerung aus dem Modell ist die
Vermutung, daBl jedes Photon reell oder/und virtuell mit einem Ursprung bei Q=)
verbunden ist. Das ist die Frequenz, bei der die bei der Bildung der metrischen
Wellenfunktion tiberschiissige Energie in ebendiese als iiberlagerte Welle eingekoppelt wird,
wo sie bis heute als kosmologische Hintergrundstrahlung beobachtet werden kann. Weiterhin
konnte festgestellt werden, dal die Bandbreite im unteren Frequenzbereich exakt der eines
Schwingkreises mit der Giite 2 entspricht, was mit den Bedingungen zum Zeitpunkt der
Einkopplung iibereinstimmt. Ziel dieses Artikels ist es daher, festzustellen, ob sich die
PrLaNcCksche Kurve durch Anwendung des durch das Modell gegebenen Frequenzgangs auf
das Spektrum eines Schwingkreises der Giite /2 modellieren 1d6t, weiterhin der Vergleich der
berechneten Strahlungstemperatur mit der gemessenen.

Da die kosmologische Hintergrundstrahlung mehr oder weniger exakt der PLANCKschen
Strahlungsformel gehorcht, muf3 dies aufgrund der Ununterscheidbarkeit einzelner Photonen
fiir jeden beliebigen schwarzen Strahler gelten. Daraus ergibt sich die Vermutung, daf3 der
Abfall im oberen Frequenzbereich Ursache der Existenz einer oberen Grenzfrequenz des
Vakuums sein konnte. In [1] wurde bereits ein einfacher Versuch einer Approximation
vorgenommen, wobei mehrere Werte des zeitabhdngigen Frequenzgangs A(w)-cos¢ mit der
Ausgangsfunktion multipliziert wurden, was zu einer, gemessen am einfachen Verfahren,
guten Ubereinstimmung fiihrte.

Ein weiteres Ziel ist es, das Verfahren noch weiter zu verfeinern, um prizisere Aussagen
machen zu konnen. Zu beachten ist bei dem Modell, dal mit wenigen Ausnahmen (¢ p, €,
Ko, K) die meisten fundamentalen Naturkonstanten zeit- und bezugssystemabhingig (~) sind.
Und es gibt eine von Null verschiedene Leitfahigkeit des Subraums x,. Wenn man diese 5
Werte kennt, kann man alle anderen berechnen. Das Modell geht von den PLANCKschen
Einheiten, die man aus den lokal mebaren GroBen (z.B. ®¢) bestimmen kann, aus. Es 1463t
von diesen in die eine Richtung auf die Grofen fiir das Universum als ganzes (z.B. Hy), in die
andere Richtung auf die Groflen des sogenannten Subraums (z.B. r; =const) schlieen. Das ist
das Medium, in dem sich das metrische Wellenfeld ausbreitet. Der Proportionalititsfaktor ist
der Phasenwinkel der Zeitfunktion Qy=2m,t.



2. WIiENsches Verschiebungsgesetz und Ausgangsfunktion

Bei der Betrachtung des WiENschen Verschiebungsgesetzes fillt ins Auge, dafl die Ver-
schiebung genau an der unteren Flanke der PLANCKschen Strahlungsformel geschieht, die in
diesem Teil mit der Flanke eines Schwingkreises der Giite 1/2 zusammenfillt. In den Verof-
fentlichungen wird die Kurve meist anders dargestellt. Ich bevorzuge aber die doppelt-
logarithmische Darstellung, da wird aus der Kurve eine Gerade.

Wenn wir das WIENsche Verschiebungsgesetz (902)" genauer betrachten, so fillt vor allem
der Faktor X = 2,821439372 auf. Bei einem Schwingkreis mit der Giite %2 wiirde ich eher den
Faktor 2v2 erwarten, wobei die 2 von der Ausgangsfrequenz 2w, stammen konnte, der Aus-
druck v2 von einer Drehung des Koordinatensystems um /4.

Nun ist die Giiltigkeit des WiENschen Verschiebungsgesetzes kurz nach dem Urknall bisher
nicht genauer untersucht worden und weder die PLANCKsche Strahlungsformel noch das
WiENsche Verschiebungsgesetz enthalten irgendwelche Informationen dariiber, wie sich die
Temperatur @ndert, wenn sie sich dndert. In [1] hatte ich folgende Beziehungen fiir die
Berechnung der Temperatur herausgearbeitet:

T hoy hhlle-g — 0.055693 hlw,Q_g . 2,821439372  Exakt
f xk X 6k ’ 22 Néherung
([1]405)
) 3 I 5
T, = hf’;{“ ~ % éi] Q2 = IIE?ILIQ 2 e, = 3V2 = 09428090416
X
h(D _s h 1
T,= —2Q, = —2Q, Ko 11902
k 18k QO = 181( QO W = £ ([ ] )

Der Ausdruck e, ist der Absorptionskoeffizient des Vakuums. Die Berechnung von T} nach
dem Modell in [1] ergibt einen Wert von 2,79146K, der 0,06598K {iber der gemessenen Tem-
peratur der kosmischen Hintergrundstrahlung (2,7250K) liegt.

Bei einer Recherche im Internet habe ich eine ausfiihrliche Ableitung des WiENschen Ver-
schiebungsgesetzes gefunden [2]. Den Faktor 2,821439372 erhilt man durch die Bestimmung
des Maximums der PLANCKschen Strahlungsformel. Wir gehen von (382) aus:

1 ho' 1

ds, = T 3 & e, do PLancksche Strahlungsformel ([17382)
4 C eﬁ_l
373 3
k
ds, = 12 kZTz fw hl e do x=@ dw=—de (1)
An” noc” \kT) o kT h
1 k't X’ d x’
KT A we e o1 dx e* -1 &
2 3.x 20X 1) _3aX
3 X xe2=3x(e 1)2xe _0 3)
e' -1 (e"-1 (e -1
3x°(e* 1) — x’e* =0 x’e* = 3x*(e* —1) 4)
e'(x=3)=-3 y=x-3 x=3+y (5)

" Dreistellige Numerierungen beziehen sich immer auf [1]



ye'” = ye'e’ = -3 ye' = —3e” (6)

x = 3+1x(=3e?) = ¥ = 2,821439372 Ix(xe) = x (7)

Ix ist LAMBERTs W-Funktion (ProductLog[#]). Nach Einsetzen in den mittleren Ausdruck von
(1) erhalten wir schlieBlich das WiENsche Verschiebungsgesetz:

h())max = 2,821439372 kT Wiensches Verschiebungsgesetz (8)

Wenn es uns gelinge, das gleiche auch fiir die Ausgangsfunktion bei Q=2 durchzufiihren,
und wir dabei dasselbe Ergebnis erhielten, wiren wir einen Schritt weiter bei der Beantwor-
tung der Frage: Ist der Verlauf der Planckschen Strahlungsfunktion das Resultat der Existenz
einer oberen Grenzfrequenz des Vakuums? Zunichst miissen wir jedoch die Ausgangs-
funktion in eine fiir die weitere Bearbeitung geeignete Form bringen. Wir gehen von (380)
aus und substituieren:

P s (O] Mg (O] 1 (O]
V=—-——"2 o, =20 Q=—=—— 9
v 1+V2QZ ('OS w0 s t (DS 2 (l)l ( )

Der Ausdruck stammt aus der Elektrotechnik und beschreibt die Verlustleistung P, eines
Schwingkreises der Giite Q bei der Frequenz o (sieche [3]), v ist die Verstimmung. Die Giite
ist bekannt und betriagt Q=2 bei ws=2w,. Der rechte Ausdruck ergibt sich direkt aus dem
Abtasttheorem. Die Grenzfrequenz des Subraums o, ist der Wert w, bei Q=I. Nach
Einsetzen erhalten wir die folgenden Ausdriicke:

1

1 1

v=0-0" vi= Q24072 VQ = —Q+-07——  (10)
4 4 2
p 4Q2 Qz Q 2
b= o - Paaaa - Bl (1)
TQ+Q7 4+ 40 Q" +207+1 1+Q

Dieser Ausdruck ist ja mehrfach in [1] aufgetreten, u.a. auch bei der Gruppenlaufzeit Ta:
(152), die wir allerdings fiir eine Frequenz ®, bestimmt hatten. Fiir eine Frequenz 2w, gilt
fiir Tor und die Energie Wv:

dB(m)_i(Q) 1 25‘9) a2)

T = 2 W — _P,,T P
1+Q 1+Q

. -
' do o,

Gr =
v 6hr 3(})1

Der Faktor % stammt von der Aufspaltung der Energie auf 4 Linienelemente sowie der
Multiplikation mit dem Faktor % aufgrund der Brechung bei Einkopplung in das metrische
Transportgitter. Er kommt hiufig in thermodynamischen Beziehungen vor, was nicht verwun-
dert. Die Gesamtenergie der CMBR bei Einkopplung ergibt sich damit als das Produkt aus
Verlustleistung und Gruppenlaufzeit, das ist die mittlere Zeit, die sich die Welle innerhalb des
MLE aufhilt. Dies aber nur nebenbei. Mit Hilfe von (11) erhalten wir:

2

PV:4bPS( Q j

Q 2
P, = 512b ho; (—j 13
1+ O’ ! o (13)
b ist ein Faktor, den wir spiter bestimmen wollen. Setzen wir ihn zuerst gleich Eins. Den
Wert von Py haben wir mit Hilfe von (394) bestimmt, wobei wir die Werte zum Zeitpunkt
Q=" eingesetzt haben. Interessanterweise ist der HUBBLE—Parameter H, zum Zeitpunkt t, 5
grofler als @, und w,,. Fiir ein einzelnes Linienelement gilt:



W,

(O]
Wy = = — = 2o, Hys= —- = — = 4o, (14)
Qo.s 2 0.5 4
h ho 2° h h
= —fl — = L 22 = 32nHs = 128h0; —L=p =22 (15)
4uto Qo5 2m 4ty ‘ 21 2

Ausdruck (13) ist sehr gut flir die Beschreibung der Verhiltnisse an der Signalquelle
geeignet. Hier macht die Leistung mehr Sinn als der POYNTING—Vektor Sk. Fiir einen
Vergleich mit (382) bendtigen wir aber gerade einen Ausdruck fiir Sk, quasi eine Art
PLANCKsches Strahlungsgesetz fiir technische Signale mit der Bandbreite 2w,/Q,s=4w,.
Dieses wiirde dann in etwa so aussehen:

Q
1+ Q2

2
ds, = 4bA( ] e, dQ (16)

Den Faktor A bestimmen wir durch Koeffizientenvergleich mit (3). Wir gehen davon aus, das
WiENsche Verschiebungsgesetz (8) wiirde gelten und substituieren folgendermalien:

4rd
. c=0,Q'rQ (17)

4n* Bic?

In den Ausdruck k*77 setzen wir die Frequenz 2v2w, als Ausgangsfrequenz ein. Dies ist von
Vorteil, wie wir noch sehen werden. Bei dieser Frequenz handelt es sich allerdinzgs nicht um
eine metrische (w,~Q '), sondern um eine iiberlagerte Frequenz (o~Q ! ). Bei der
Rot—verschiebung des Ausgangssignals wird ebenfalls nicht der Faktor 2,821439372, sondern
2v2 wirksam. Daher gilt:

2A2)t L ] 0_QF
KTt = ( 000" = B0 n_N 18
—(%/5)4 1Q 0,Q 10,Q Q Q (18)
1 NON O _ 1 nog 1 hog (19)
AT Q7 0Q Q' An RoQ'  n 4nR’
4 ho, 4 ho, .
4A = ;47“2(022 = ;47ERO2 R fiir Q»1 (20)
0
4b ol [ Q | .
ds, = R Lo e, dQ R fir Q»1 (21)

Dies ergibt allerdings nur den Ausdruck ohne Beriicksichtigung der Rotverschiebung. Die tat-
sdchlichen Werte zum Zeitpunkt der Einkopplung bestimmen wir wieder, indem wir die
Werte zum Zeitpunkt Q=" einsetzen. Es gilt:

_ 1 NONOR _ 28 plo) _ 128 ho; (22)
2 £33 2224 2 3..2.2 2
4n° 1Q w, Q7 Q 4 hoy 4y
2 2 2
4a = S12h01 as, = 312 hlm;QJ[ 9 2) . dO @3)
T 4nr T 4ny 1+Q

b wird zu einem spiteren Zeitpunkt bestimmt. Man sieht, der POYNTING—Vektor ist gleich
dem Quotienten einer Leistung Px bzw. P und der Oberflache einer Kugel mit dem Radius R
(Weltradius), exakt nach Definition. La6t man die Fliche weg, miiite man direkt die Sende-
leistung P, erhalten. In obengenannten Ausdriicken ist die parametrische Dampfung von
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INp/R (Np=Neper) nicht enthalten, die bei der Ausbreitung im Raum auftritt. Diese mul3
ggf. extra berticksichtigt werden.

Nun haben wir die wesentlichen Voraussetzungen geschaffen und konnen den nichsten
Schritt wagen, den Nachweis der Giiltigkeit des WIENschen Verschiebungsgesetzes bei star-
ken Gravitationsfeldern. Grundidee war ja, daf} sich die Plancksche Strahlungsformel (382)
durch Anwendung der Grenzfrequenz der Metrik (302) auf die Funktion der Verlustleistung
P, eines Schwingkreises der Giite Q=" (13) ergeben soll. Wir gehen analog (2) vor, indem
wir die erste Ableitung des Klammerausdrucks (23) gleich Null setzen. Eine Substitution wie
in (1) ist nicht mehr notwendig, da der Ausdruck bereits korrekt ist. Es gilt:

i( Q ]: 20 40 20(1-Q°) _ 0 24)
dQ\1+Q? 1+Q*) (1+Q?) (1+Q?)’
20 (l—Qz) =0 €, =0 Minimum Q,;=*1 Maximum (25)

Die erste Losung ist trivial, die zweite und dritte sind identisch, wenn man negative
Frequenzen zulafBit (eingehender und ausgehender Vektor). Nun miissen wir nur noch eine
Substitution fiir Q finden, bei der (382) und (23) im unteren Bereich zur Deckung kommen.
Dies wiére dann das Verschiebungsgesetz fiir das Ausgangssignal (22). Da der Anstieg beider
Funktionen im unteren Bereich gleich groB ist, gibt es theoretisch eine unendliche Anzahl von
Uberlagerungen wobei nur eine davon smnvoll ist. Als weiteres Kriterium fithren wir daher
ein, daB beide Maxima bei derselben Frequenz angesiedelt sein sollen. Das
Verschiebungsgesetz fiir das Ausgangssignal wiirde dann folgendermal3en lauten:

hOmex = akT Verschiebungsgesetz Ausgangssignal (26)

wobei wir den Faktor a noch bestimmen miissen. Wie sich zeigt, miissen wir auch die
Ausgangsfunktion selbst noch mit einem bestimmten Faktor b multiplizieren, um eine
Deckung zu erreichen. Die 4 hatten wir ja bereits herausgezogen. Wir setzen fiir a
nacheinander den Wert 2v/2 und 2,821439372 ein und bestimmen b numerisch mit Hilfe der
Beziehung und der Funktion FindRoot[#] mit Hilfe der Substitution 2x=ay:

2
¥ i oa—
( ) —4b( > J ~ 0 y:1075 b—>2 fur a 2\/5 (27)
+() b—>2,009918917 fir a=2,821439372

In beiden Fillen liegen die Maxima exakt {ibereinander. Der untere Wert a ist gleich dem
Faktor aus (903). Daher scheint es, daB3 bei Beziigen bis auf den Ursprung jeder Welle bei
2m,, multipliziert mit v/2, das durch die Drehung des Koordinatensystems um /4 bedingt ist,
cher die Niherungslosungen mit dem Faktor 2v2 gelten. Bei niedrigeren Frequenzen gilt
dann aber wieder der Faktor 2,821439372 des WiENschen Verschiebungsgesetzes.

Zur Beantwortung unserer Frage reicht dieser Ansatz jedoch nicht aus. Wir miissen auch
nachweisen, daf} sich das Maximum der PLANCKschen Strahlungsfunktion exakt gemal3 dem
WiENschen Verschiebungsgesetz verhélt, d.h. die Approximation und die Zielfunktion
miissen exakt zur Deckung kommen. Da der Unterschied zwischen einem Faktor 2v2 und
2,821439372 immerhin 0,5% betrdgt, werden wir die Untersuchung mit beiden Werten
durchfiihren. Dargestellt sind nur die Beziehungen fiir b=2+v/2. Nun kénnen wir darangehen,
die einzelnen Beziehungen aufzustellen:

hwmax = Zx/ikT Verschiebungsgesetz Ausgangssignal (28)
o 1L he _x_y y=2  p=2 (29)
2o, 242 kT, a 2 ®,
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Damit haben wir unsere Ausgangsfunktion gefunden. In y lautet sie folgendermalien:

16 hwo

dsS, =
K T 471:R2

2
y
. ] e, dy R fiir Q»1 (30)

1+(2)

Uns interessiert aber nicht der absolute Wert, sondern nur der relative Pegel:

ds, = 8[1 ()2]2 (3

Die Approximation wollen wir mit dS2 bezeichnen. Fiir die Zielfunktion dSs erhalten wir:

¥)3
ds. - (2,821439%) dy

3 2,821439¢
e -1

(32)

Im Bild 1 ist der Verlauf der Ausgangsfunktion und der PLANCKschen Kurve dargestellt.

lg y
-3 3
) 2
dB
+C )2] J
3
(2821439
g 2.821439%
e > -1
dS,[dB]
-50
Bild 1
Plancksche Strahlungsformel und Ausgangsfunktion
in der Uberlagerung (logarithmisch, relativer Pegel)
3. Losung und Auswertung

In diesen Beziehungen ist natiirlich keine Verschiebungsinformation y(Q) enthalten. Da es
sich bei dem betrachteten System um ein Minimalphasensystem handelt, miissen wir nun die
Ausgangsfunktion dS; mit dem Produkt A(w)-cosp (Frequenzgang) multiplizieren. A(w) ist
der Amplitudengang, der Ausdruck cose steht fiir den Wirkanteil (Realteil), denn nur dieser
wird tibertragen. Das Ergebnis ist unsere Approximation dS:. Der Frequenzgang gilt aber nur
fiir ein einzelnes Linienelement, das von dem Signal in der Zeit ry/c durchmessen wird. Dabei
ist 1, gleich der PLANCKschen Linge und identisch mit der Wellenldnge o.g. metrischer
Wellenfunktion. D.h. man muB3 die Multiplikation mit dem Frequenzgang beliebig oft
durchfiihren, solange, bis sich das Ergebnis (fast) nicht mehr éndert.

Dabei nimmt aber sowohl die Frequenz der Ausgangsfunktion als auch die Grenzfrequenz
(Frequenzgang) stetig ab. Daher ist es angebracht, anstatt die Lage der Ausgangsfunktion an-
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dauernd zu verschieben, dies erst ganz am Ende beim Ergebnis dS: (Approximation)
vorzunehmen (Frequenz und Amplitude). Fiir den Nachweis unserer Hypothese ist diese
letzte Verschiebung allerdings nicht von Belang, so daf3 wir sie hier nicht vornehmen werden.

Ein weiteres Problem gibt es beim Amplitudengang A(w) und beim Phasenwinkel ¢. Da
sich auch die Grenzfrequenz w,=f(Q,®;) und die Frequenz w nach unterschiedlichen
Funktionen dndern, bereitet es Schwierigkeiten, einen brauchbaren Algorithmus aufzustellen.
Wir nutzen daher die Tatsache, dal es keinen Unterschied macht, ob man bei
gleichbleibender Grenzfrequenz die Frequenz der Eingangsfunktion verringert oder bei
gleichbleibender Eingangsfrequenz die Grenzfrequenz nach oben verschiebt. Wir wihlen
diesen zweiten Weg incl. der Verschiebung der Approximation am Ende der Berechnung.
Dies umso mehr, da wir es ansonsten mit zwei zeitabhingigen Groflen (Eingangsfrequenz
und Grenzfrequenz) zu tun hétten. Fiir die Approximation gilt:

Q

y 2
as, = 8| —— )éA(y) cos (o(y)) dy dy (33)
1+(3)
Vs

Ausdruck (33) sieht vielleicht etwas merkwiirdig aus. Es handelt sich hierbei um ein
Produktintegral, d.h. anstatt zu summieren, mufl man multiplizieren. Der Buchstabe d ist
dann nicht der Differential-, sondern der... nennen wir ihn Divisional-Operator. Ich will das
hier nicht weiter Vertlefen da wir Ausdruck (33) zur Fortsetzung ohnehin umwandeln
miissen. Wir verwenden QO 7,9518-10° als den aktuellen Wert der Giite und des Phasen-
winkels der metrischen Wellenfunktion'. Er bestimmt die obere Grenze der Multiplikation
bzw. Summation. Gliicklicherweise 148t sich der Frequenzgang als e-Funktion darstellen, so
daf sich das Produkt in eine Summe verwandelt. Wir miissen dann nur den Exponenten ganz
normal integrieren. Den Frequenzgang inclusive Phasenkorrektur erhalten wir mit Hilfe der
komplexen Ubertragungsfunktion (150) zu:

A((O) CoOsS@p = ¢ o) O = B(O)) Frequenzgang eines Linienelements (34)
! o’ 0

Y(@)==In 1+Q° — + Incos| arctan Q — 11302

(@) 2 1+’ ( 1+sz ({11302)

Als néchstes substituieren wir Q durch y mit Hilfe von (29):

2 Y1 , Y1
Y(0)= Ll (¥ X —&é)—2+1ncos arctany—if—z‘é—2 (35)
2 2¢) | 1+(31) 2 1+(3¢

Der Wert ® im Zéhler von y stellt die jeweilige Frequenz der kosmischen Hintergrundstrah-
lung dar, fiir die wir gerade die Amplitude bestimmen wollen. Er ist identisch mit dem ® in
der PLANCKschen Strahlungsformel Dabei handelt es sich um eine iiberlagerte Frequenz, die
in der Niherung proportional Q- ¥27ist. Anstelle des Werts ®; im Nenner miifite beim
Frequenzgang eigentlich die PLANCKsche Frequenz wo stehen, das ist auch die Grenzfrequenz
bei der Ubertragung von einem Linienelement auf ein anderes. Bei einer Giite Q=1 ist wo
aber genau gleich o1, wobei wo sich mit der Zeit dndert, m; aber durch Grofien des Subraums
fest definiert ist und daher einen konstanten Wert hat. Es gilt o= ;/Q. Die Freq1 enz g ist
exakt proportional Q~!, was bedeutet, daB auch y zeitabhiingig und proportional Q12 ist.

Nun wollen wir den Wert o einfrieren, zumindest bis zum Ende der Berechnung, was zur
Foljge hat, dal} wir Y, durch cine zusitzliche Funktion & dividieren miissen, die proportional
ist. Es gilt E=cQ"* und

. 2 yi yi
Y(w)= lm 1+ Xl —275-‘+1ncos arctanZl——é—2 (36)
. 2 .
2 2@ 1 % 2

" Die Gleichheit von Giite Q, und Phasenwinkel 2wt ist eine spezielle Eigenschaft dieser Funktion
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Der Faktor ¢ ergibt sich aus den Ausgangsbedingungen bei Q=Y (Resonanzfrequenz 2wi,
Grenzfrequenz m1) zu c=4:

g = 4\/6 Néherung (3 7)

Zusammen mit der 2 von y/2 kommen wir damit auf genau denselben Faktor 8 wie bei der
Ausgangsfunktion (31). Die Approximation dSz berechnet sich dann folgendermaf3en:

y1i
y1 2%

Qo 2
arcmniz —=—d

Y1 ’
l+(——]
2¢ S il ?
1y 2‘: Ly

ds, — 8 cr i 38
2 [1+( ) ] ay (38)

Y1
2%
_—5 _ {Incos

1
—In
2 2

Fiir die Bestimmung des Integrals geniigt allerdings ein Wert von 10° als obere Grenze.
Dariiber hinaus éndert es sich kaum noch Bei den nachfolgenden Darstellungen wurde daher
mit einer oberen Grenze von 3-10° gearbeitet. Das Integral laBt 51ch nur numerisch
bestimmen und zwar mit Hilfe der Funktion Nintegrate[ f(Q), {Q, 1/2, 3x10°}]. Der Quotient
aus y/2 und § Ausdruck (37) beschreibt aber die Abhingigkeit y(Q) nur in der Néherung. Es
gibt auch noch eine exakte Losung. Nach [1] (209), (299) und (509) gilt:

_alRQ [B;- oot
g_bQR(Q) Bj— mit Q 5 und (39)
Q
RQ = 31Q*[ aQ mit p, =4/(1-A’>+B?)*+(2AB)>  (40)
0 po
_ 1, (Q)J,(Q) +Y,(QY,(Q) go LQY,(Q-J (QY,(Q) (41)
1(Q)+Y;(Q) 1(Q)+Y5(Q)

Der Faktor b ergibt sich aus der Forderung, daf3 die exakte Funktion & und ihre Ndherung
bei groBleren Werten von Q gleich grof3 sein sollen. Den Faktor a werden wir wieder spéter
bestimmen. Die Funktionen in (41) sind Besselfunktionen. Problematisch in (40) und (45) ist
das Integral, dafl sich ebenfalls nur numerisch bestimmen ld6t. Um die numerische
Berechnung eines Integrals innerhalb der numerischen Berechnung eines anderen Integrals zu
vermeiden, ist es angebracht, den Integranden durch eine Interpolationsfunktion (BRQ1) zu
ersetzen und zwar inclusive des Faktors b. Der Wert 1; kiirzt sich wegen (39) heraus. Wir
wahlen Stiitzstellen mit logarithmischem Abstand:

brq = {{0, 0}};
For[gs = -8;i=0, 8 <29, (++i), 8 +=.1;
AppendTolbrg, {18"4, NIBRQP[18"%]/BGN/(2.5070314770581117*10" %) 1}11 (42)

BRQO = Interpolation[brql;
BRQ1 = Function[If[# < 18~15, BRQB[#], Sqrt[#]]l;

Die Funktion BRQP ist gleich dem Produkt aus Q, Wurzelausdruck und Integral im Nenner
von (45). Der Wert BGN ist gleich dem Startwert desselben Produkts bei Q=!2. Das
komplette Programm finden Sie im Anhang. Der Faktor b ergibt sich zu 2,5(0703). Nach
(211), (482) und (623) gilt weiter:

B, = Zlil:lo‘ Y, = argc-+arccos (i—“ sin aj%—ﬂ (43)
Ty

B

0 = Toarge = 2n+ arg(1-AT+B)+2AB) o[ “9
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Qlpi-1 Q _ .3 hotle—1 [dQ
056408b J’ E‘EQ 2 1.(': Py )

¢ ist die komplexe Ausbreitungsgeschwindigkeit des metrischen Wellenfelds. Als néchstes
wollen wir einen Vergleich der beiden Funktionen Q "2 und BRQI vornehmen (Bild 2):

1(Q) lgf(Q)S
8 4
6 __exact 3 exact
2t /
/
4 1/
B IgQ
= / N 2 4 6 8 10
 approx. 1
,J” ......... L B wo= s owom oo Q approx.
2 4 6 8 10 -2
Bild 2

Funktion BRQ1 exakt und Naherung

Aufgrund der Forderung, dall das Ergebnis beider Funktionen bei Q» 1 gleich sein muB,
withlen wir den Faktor a zu v/. Hierbei ist zu anzumerken, daB3 der exakte Wert eigentlich bei
/3,5 liegt. Da wir am Ende aber ohnehin keine exakte Ubereinstimmung im Verlauf beider
Funktionen finden werden, sollte diese kleine ,,Mogelei in den Ausgangsbedingungen
erlaubt sein. Der Wert v/ fiihrt nimlich zu dem Ergebnis mit der geringsten Abweichung, so
daf} wir folgende endgiiltige Beziehung fiir & erhalten:

Q
:%m Q-;\/WIC;_Q c:%@=3,756 (46)

Fiir /3,5 wiirde sich ein Wert c=4 ergeben. Der Klammerausdruck entspricht dem Faktor Q"

in der Ndherung. Der Verlauf der Integralfunktion in (38) sowie des dynamischen Gesamt-
frequenzgangs Ages(oa)IeJ'{’(“))dQ ist in Bild 3 und 4 zu sehen. Zur Information ist zusétzlich der
Verlauf des Betrags des komplexen Frequenzgangs |X,(jo)| des Subraums, das ist der Raum,
in dem sich das metrische Wellenfeld ausbreitet, eingezeichnet (Qu=Q).

X, (jw) = % 1+1jQ [1+ 1+leJ Komplexe Spektralfunktion ([17459)

Dieser gilt fiir EM—Wellen, die sich parallel zum metrischen Wellenfeld ausbreiten aber nicht
fiir das metrische Wellenfeld selbst. Bei Q=% erreichen diese den aperiodischen Grenzfall.

8 iy 10
a0
2t exact{
approximated E—

3
_4 L

Q, "

J‘lln[]#{léTJf ('EE) 3 + Incos am:m%é— ‘Eé 3 ly B|Id 3
S ld 200 () " (3 Verlauf des Integrals ¥(w) in (38) fiir

Naherung und exakte Funktion &
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Bild 4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
Gesamtfrequenzgang Ages(w) und [Xs(jw)| -3 -2 -1 1 gy 2
von metrischem Wellenfeld und Subraum

-20

Damit haben wir alle Voraussetzungen //
erfillt und konnen den Verlauf der ol
Approximation (38) im Vergleich mit -40

der Zielfunktion (32) darstellen und .
zwar sowohl fiir die Naherung als auch exact¢
fir die exakte Funktion & Wir -60

verwenden einen logarithmischen
MaBstab sowie die Einheit Dezibel
[dB], und da es um eine Leistung pro ~8e
m” geht, mit dem Faktor 10. Aol 8]

app roximated 13

Bild 5 zeigt den Verlauf der Approximation unter Verwendung der Naherung (37) fiir die
Funktion & (c=4). Man erkennt, dal beide Kurven nicht exakt iibereinander liegen. Das
Maximum € ist in der Frequenz um 18,29% (0,81707) nach unten verschoben. Die
maximale Abweichung in der Amplitude AAx liegt bei +1,20dB, zwischen den beiden
Maxima AA; bei +0,4285dB (+10%), was relativ gesehen nicht sehr viel ist. Alles in allem
dhnelt die Funktion dem in [1] im Abschnitt 4.6.4.2.3. dargestellten Verlauf, der durch die
Multiplikation der Ausgangsfunktion mit nur 4 ausgewéhlten Werten des Frequenzgangs
bestimmt wurde. Es gibt aber Unterschiede im abfallenden Ast bei den hohen Frequenzen.

lgy
; ‘ TN . -
-3 -2 -1 2 3
Approximation :
equation . Planck’s radiation

-18 1 equation

approximated &

-20 -

-30

49

dS,[dB]

-58

Bild 5
PLANCKs Strahlungsformel und Approximation
mit Naherung flr die Funktion & (relativer Pegel)

Im Bild 6 sieht man die gleiche Approximation unter Verwendung der exakten Funktion &
(46) und zwar fiir ¢c=3,756. Damit ergibt sich die beste Ubereinstimmung (Fiir c=4 unter-
scheidet sich das Ergebnis nur unwesentlich von Bild 5). Beide Funktionen liegen aber auch
hier nicht exakt {ibereinander. Das Maximum €, ist in der Frequenz um 13,6% (0,86385)
ebenfalls nach unten verschoben. Die maximale Abweichung in der Amplitude AAx liegt
hier bei +1,29 dB, zwischen den beiden Maxima A A bei +0,7835dB (+19,8%).
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-3 -2 -1 s 2 3
Approximation
equation 18 . “\. Planck's radiation
equation
exact &

-20 -

-30 -

-40 -

dS, [dB]

-50 -

Bild 6
PLANCKs Strahlungsformel und Approximation unter
Verwendung der exakten Funktion & (relativer Pegel)

Der Verlauf der Abweichung (Logarithmus des Quotienten aus Approximation und der
PLANCKschen Strahlungsformel) als Funktion von y ist im Bild 7 dargestellt. Man sieht, ab
ca. 10; nimmt die relative Abweichung zwischen beiden Funktionen stark zu. Da der
absolute Pegel in diesem Bereich aber schon extrem klein ist (=50dB an der dritten
Nullstelle), féllt dies nicht weiter auf. Auch scheint es sich hier eher um eine geringe
Verschiebung in der Frequenz zu handeln, als um eine Deformation der Hiillkurve.

Die Verschiebung des Maximums der Approximation nach unten konnte ein Grund fiir die
Abweichung der im Abschnitt 7.5.3. [1] berechneten zur gemessenen CMBR-Temperatur in
Hohe von +2,42086% sein (—2,36363% im umgekehrten Fall). Allerdings entspricht die
Form der Approximationskurve nicht der eines schwarzen Strahlers und die Abweichung ist
viel zu hoch. Beim COBE-Experiment wurde aber gerade festgestellt, dal das Spektrum der
CMBR exakt? schwarz ist. Es bedarf daher weiterer Einfliisse, um die Form so zu verdndern,
dal} sie der eines schwarzen Strahlers entspricht. Welche Einfliisse dafiir in Frage kommen,
soll im Folgenden betrachtet werden.

approximated & - | exact £

-2 Bild 7
Relative Abweichung
as, zwischen Approximation
a8, [dB] und Strahlungsformel in

Abhangigkeit von der
-3t verwendeten Funktion &
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Bild 7 zeigt, daB3 die Verwendung der exakten Funktion & eine Verbesserung bringt, dennoch
bleibt eine gewisse Restabweichung. Schaut man sich den Verlauf im zweiten Quadranten an,
so sieht man hier eine ,,Liicke* in die eine bereits bekannte Funktion genau hineinpalit, wenn
man sie mit dem Faktor v2 multipliziert. Das ist die Gruppenlaufzeit Tg, des metrischen
Wellenfelds aus [1] Abschnitt 4.3.2. Achtung! Die Variable Q ist dort anders definiert,
nidmlich als Q= Q,=w/m,. Ich wandle die Definition gleich in die hier verwandte Form um:

2

2
T, = dB(w) _ 0 2 (20 : (1] 152)
do ®, o, (1+4Q

Wie man im Bild 7 (blau) sehen kann, liegt das Maximum bei ®; und nicht bei 2®,. Wihrend
die Gruppenlaufzeit tiber fast alle Dekaden konstant gleich Null ist, ist das in der Ndhe von
®; bzw. heute bei wy nicht der Fall. Eine frequenzabhidngige Gruppenlaufzeit fiihrt aber
immer zu einer Verzerrung der Hiillkurve. Bisher hatten wir den Frequenzgang A(®) und die
Phasenlaufzeit B(w) beriicksichtigt, fehlt nur noch die Gruppenlaufzeitkorrektur O(w).
Umgestellt nach 0 erhalten wir:

20) 1
= m = E,/Z(;)ITGr (47)

- -5 -
O) = e JorTa: _ e V2% _ 10 201ge _ 100141856 (48)

Den Faktor v2 findet man mit Hilfe einer Abschitzung der Maximalabweichung von
+1,29393dB. Hier mul man etwas probieren, um die beste Ubereinstimmung zu finden. Die
Zehnerpotenzen sind wichtig, wenn man mit dB rechnet. Der Verlauf ist im Bild 7
eingezeichnet. Die Gruppenlaufzeitkorrektur ®@(w) wird nur einmal auf dS, angewendet:

Q 2

1 N n
y1
2 J‘—ln[u(ggl

¥ 2 p
ds, = 8[ ’ ]e“

dy — \f o Tor

dy (49)

14 Y1 12l
2g Zé

A yi 5t
1+(3)

— =+ In cos ‘amtano -—
Die Ergebnisfunktionen fiir beide £ mit Gruppenlaufzeitkorrektur kann man in den Bildern 8
und 9 sehen.

[ oy
It T S S TS T f: . ! L
-3 -2 -1 " 20, 2 3
Approximation equation
with group delay _—— /
correction .. Planck’s radiation
approximated & -18- equation

-38+~

-40 -

dS[dB] | |

_Sﬂ =
Bild 8

PLANCKs Strahlungsformel und Approximation

mit Gruppenlaufzeitkorrektur und Naherung

fur die Funktion & (relativer Pegel)
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In Bild 8 passen beide Kurven schon viel besser tibereinander. Jetzt ist das Maximum Q
in der Frequenz um 14,3% (0,85714) nach unten verschoben. Die maximale Abweichung in
der Amplitude AA5 ist aufgrund des Kurvenverlaufs nicht relevant. Zwischen den beiden
Peaks liegt die Abweichung A Az bei —0,74601dB (—15,8%).

gy
| L L L L 1
2 3

-3 -2 -1

—____ Planck’s radiation

Approximation equation
equation

with group delay _—/ B
correction
exact &

as,[dB]

-58

Bild 9

PLANCKs Strahlungsformel und Approximation
mit Gruppenlaufzeitkorrektur unter Verwendung
der exakten Funktion & (relativer Pegel)

Das beste Ergebnis erhalten wir fiir den Fall exakt & mit Gruppenlaufzeitkorrektur (Bild 9).
Das Maximum €, ist in der Frequenz nur noch um —8,831% (0,91169) verschoben. Dieser
Wert liegt immer noch weit liber den —2,36% Abweichung zwischen gemessener und
berechneter CMBR-Temperatur. Die maximale Abweichung in der Amplitude AAx liegt bei
+1,01dB, zwischen den beiden Maxima A Az bei —0,38246 dB (—8,430% bzw. 0,9157).

4 AQ,
Approximation equation - I Source function
without any correction s
exact ¢ Planck's radiation
| 2 aqualion
pAS A / \ — LA lgy
1 L L L L 1 L L

-8.5 d 20, 1.8

Approximation equation
L with group delay
correction exact &

05, [dB]
;1 n -

Bild 10

PLANCKs Strahlungsformel und Approximation

mit Gruppenlaufzeitkorrektur und Naherung

fur die Funktion & (relativer Pegel) hdhere Aufldsung
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Zur besseren Ubersicht ist der letzte Fall noch einmal mit hdherer Aufldsung in Bild 10
dargestellt. Die genauen Werte finden Sie in Tabelle 1. Bild 11 zeigt eine Zusammenfassung
der relativen Abweichungen aller Losungen im Vergleich zum Verlauf des Betrags des komp-
lexen Frequenzgangs |X,(jo)| des Subraums.

Wert Qg AQg Ax AAx = AA% x AA%

[1 [%] [dB] [dB] [1 [dB] [1 [dB]
Planck | 1,00000 | + 0,00 | 1,52727 |+0,00000| — —
Bild 5 | 0,81707 | -18,29 | 1,95578 | +0,42851| 0,41943 | +1,20007 | — —
Bild 6 | 0,86385 | 13,61 | 2,28562 | +0,75835] 0,46495 | +1,29393 | 5,43512 | +1,25614
Bild 8 | 0,85714 | 14,28 | 0,78126 |-0,74601| 0,05906 | +0,04271| — —

Bild 9 | ©,91169 | - 8,83 | 1,14481 |-0,38246] 1,90966 | -0,98101 | 5,50581 | +1,01438

Tabelle 1

Extremwerte der Strahlungsformel und Approximation
in Abhangigkeit von der verwendeten Funktion &

mit und ohne Gruppenlaufzeitkorrektur

; i i ds,

S without group 75, [dB]

delay correction - \
20,

S, ...with group
delay correction

approximated & <\ 3

10ig1X, o) |

Bild 11

Relative Abweichung zwischen Approximation und
Strahlungsformel in Abhangigkeit von der verwendeten
Funktion & mit und ohne Gruppenlaufzeitkorrektur

4. Wiensche Verschiebung

Die Losung nach Bild 9 scheint am besten mit den Beobachtungen {ibereinzustimmen,
ware da nicht die unschone Delle. Gehen wir einmal davon aus, dal} die =£1dB im Laufe der
vielen Milliarden Jahre ,ausgeheilt“ sind oder durch andere hier nicht beriicksichtigte
Einflisse ,,ausgebiigelt” wurden — am Ende miissen wir aber, wie versprochen, eine WIEN-
sche Verschiebung vornehmen. Ausgehend von der Einkopplungsfrequenz 2m; kdnnen wir
mit den in [1] und im Abschnitt 2 angegebenen Ausdriicken die Temperatur der CMBR
berechnen und mit der COBE-Messung vergleichen:

Werte aus [1] Qy=7,9518-10%, h1=8,38572-10*Js, 0,=1,47506-10""s", y=PLANCKsche Frequenz

5
o, -5

no,
Q ? = 0,055693

3
Q-

2,821439372  Exakt
{ (1] 405)

22 Niherung
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hw 1 ho, -2 ho, 2
T = —k »~ —1Q:2 = 1> s = 242 = 0,9428090416 11405
Rk 3 6k Q ISkQ VT3 ([11405)
T = h‘w'Q% = (1,002476662) ho, 4 Ko (117 902)
FTo1gk ’ 18k YT,

Setzt man o.g. Werte ein, so erhélt man rein rechnerisch fiir die Temperatur 7 einen Wert von
2,79146K, genau berechnet (Klammerausdruck) sogar 2,79837K. Gemessen wurde aber ein
Wert von 2,72548K +0,00057K. Das ergibt eine Abweichung von +0,06598K (+0,07289K)
bzw. +2,421% (2,675%). Nun konnte man meinen, dies wire ein akzeptables Ergebnis, das
Modell wére sehr genau. Das stimmt aber nicht. Nicht umsonst versucht man, ®y auf
moglichst viele Stellen hinter dem Komma zu bestimmen, da der Kurvenverlauf sehr flach ist
und dies eine erhebliche Auswirkung auf andere Werte hat. Wir werden daher mit den
exakten Ausdriicken weiterrechnen.

Aus ([1] 902) geht hervor, daB zu allererst Qq abhéngig von 7} ist,  und ®¢ konnen wir ja mit
Hilfe von Messungen bestimmen und berechnen. Und durch Qy werden die meisten anderen
Groflen stark beeinflufit. Wahrend wir fiir die berechneten 2,79837K einen Wert von
Q0=7,9518-10% erhalten, lige dieser fiir 2,72548K bei Q,=8,38287-10%°. Durch Q, wird
aber auch der Wert des HUBBLE-Parameters bestimmt:

-2
H, ~ wo( heo, ] H, = 322,4(010652877) wo(%] ([1] 905)

18kT, i

Fiir die berechneten 2,79837K ldge Hy bei 71,9843 kmsflMpcfl, fir 2,72548K erhalten wir
nur 68,2829kmsflMpcfl. Das ist schon ein wesentlicher Unterschied, den man auch nicht
durch Zahlenspielereien mit den Werten aus Tabelle 1 auflésen kann. Es muf also noch einen
anderen Grund fiir die Abweichung geben.

5. Mogliche Ursachen der Abweichung

Als nichstes wollen wir mogliche Ursachen diskutieren, die zu dieser Abweichung fithren
konnen. Die einfachste und unangenehmste wére, da3 dieses Modell falsch ist. Das Ergebnis
stimmt aber immerhin einigermallen gut mit der Vorhersage iiberein, so da3 man dies nicht
mit ausreichender Gewiheit bejahen kann. Dann muf3 es aber eine andere Ursache geben.
Die wahrscheinlichste soll deshalb als nichstes dargestellt werden.

Da es sich beim Linienclement um ein Minimalphasensystem handelt, haben wir die
Approximationsfunktion berechnet, indem wir die Ausgangsfunktion iterativ mit dem gerade
gliltigen Amplitudengang A(w) multipliziert haben, solange, bis sich das Ergebnis nicht mehr
andert, da die Frequenz der Signalfunktion soweit unter die Grenzfrequenz abgesunken ist,
daB sich diese nicht mehr auswirkt. Der Faktor cos ¢ ergab sich aus der Tatsache, da3 nur der
Realteil iibertragen wird (¢p=B()).

Dies ist im allgemeinen die Vorgehensweise bei Minimalphasensystemen. Nach [3] S. 340
gilt dies aber nur fiir stabile Minimalphasensysteme. Denn nur bei diesen besteht ein eindeu-
tiger Zusammenhang zwischen Amplituden- und Phasenkennlinie, so dafl die Berechnung
ausschlieBlich mit Hilfe der Amplitudenkennlinie erfolgen kann. Bei dem Linienelement kurz
nach der Einkopplung (Q~1), das ist kurz nach dem Urknall, handelt es sich aber keineswegs
um ein stabiles System. Vielmehr weist dieses speziell zu diesem Zeitpunkt seine grofite
Dynamik auf, so daB3 unser Ansatz zu keinem exakten Resultat fithren kann, was man ja sieht.

Will man zu einem exakten Ergebnis gelangen, mufl man auch einen Bezug zwischen Am-
plitude und Phase, quasi eine Phasenkorrektur einfiihren, da es bei instabilen Systemen zu
einer Phasennacheilung kommt. Die Phasennacheilung duflert sich beim Beobachter in der
Form, daB die Spektralanteile mit niedrigerer Frequenz starker rotverschoben sind, als die mit
hoherer Frequenz. Die niederfrequenten Anteile sind zwar nicht élter als die hoherfrequenten



18

(wir beobachten ja immer denselben Zeitpunkt der Strahlungseinkopplung bei Q,=1/2),
haben aber eine ldngere Strecke zuriickgelegt. Und dies fiihrt automatisch zu einer héheren
Rotverschiebung. Wie erklirt sich aber dieser lingere Weg? Die niederfrequenten Anteile
haben ganz einfach einen anderen Weg genommen, als die hoherfrequenten (anderer Abstrah-
lungswinkel). Denn die niederfrequenten, die denselben Weg genommen haben, wie die
hoherfrequenten, haben uns bereits passiert. Dies fiihrt zu einer Art Achromatismus beim
Beobachter, der sich jedoch nur sehr schwer nachweisen 146t, da uns die Strahlung aus allen
Richtungen gleichzeitig erreicht. Auch bei der Ausbreitungsfunktion ([3] 306) wurde eine
solche Phasennacheilung festgestellt, die durch den Term ®(w) beschrieben wurde. Diesen
Term haben wir beriicksichtigt und auch eine Gruppenlaufzeitkorrektur vorgenommen. Das
kann es also nicht sein.

Kommen wir daher noch einmal auf die hohe Dynamik wéhrend des Einkopplungsprozesses
zu sprechen. In Bild 12 ist der Verlauf des Energiestromdichtevektors divSy des metrischen
Wellenfelds zu diesem Zeitpunkt dargestellt. Man sieht, im Bereich 0,52549 <Q<1,5975 ist
dieser positiv. Es wird also Energie abgestrahlt. Der Bereich ist auch im Bild 7 eingezeichnet.
Im Bereich unterhalb 0,52549 wird das Feld aufgebaut, oberhalb 1,5975 sieht man die
Wirkung der parametrischen Ddmpfung fiir iiberlagerte Wellen.

0.62393

aivs, I~

S, 0.82393 p > 3 n B A
0.8- e - fdvS dQ = 0.345719

[N)

JaivS aQ = -2.24782

IS

0.6

-8
8.4 U -9.805250

o

0.10742 0.52549 0.71205 divs, 1.59750 1.95326
0.2
Q
L L 1 |
—0.0093446 0.5 i .5 7.0 7.5 3.0
-8.2| ||-9.605250

Bild 12
Verlauf des Energiestromdichtevektors des
metrischen Wellenfelds als Funktion von Q

Beim Einkopplungsprozef3 handelt es sich also nicht um einen schlagartigen Vorgang mit
Vorher — Nachher, sondern um einen dynamischen Prozel3. Energie wird aufgenommen und
um die Gruppenlaufzeit verzogert teilweise wieder abgestrahlt. Gleichzeitig wird die CMBR
eingekoppelt, je nach Frequenz zu unterschiedlichen Zeitpunkten. Was die teilweise Abstrahl-
ung angeht, ist der Anteil der absorbierten Energie abhingig vom Flachenverhéltnis der
beiden linken Abschnitte. Fiir die aufgenommene Energie ergibt die numerische Integration
eine Fliche von 2,24784, fir die abgegebene Energie 0,345719. Die Berechnung
2,24784/(0,345719+2 24784) ergibt einen Wert yon 0,866700931 in Bezug auf Q. er beno-
tigen aber den Wert in Bezug auf die Zeit t. Da t*~Q ist, miissen wir die Substitution t* an der
x-Achse wieder auflésen und die Wurzel aus dem Ergebms ziehen. Wir erhalten einen Wert
von 0,930967739. Dies entspricht bis auf eine Abweichung von 0,0118413026 unserem
€,=0,9428090416, dem Absorptionskoeffizienten des Vakuums.

Die Abweichung hat also etwas mit dem Grauen Kérper [4] zu tun. Nun haben wir €, zwar
schon einmal beriicksichtigt, aber nur als Konstante und mit dem Wert zum Zeitpunkt der
Einkopplung. Beim Grauen Korper besteht aber eine Abhédngigkeit von der Frequenz o.



19

Wollen wir diese berlicksichtigen, miissen wir ein &(®) berechnen bzw. einen Korrektur-
faktor ex(®) mit dem wir ([1] 902) muliplizieren miissen, da &, dort bereits enthalten ist. In [4]
ist fir & folgendes angegeben: »Dabei entspricht &; den gewichteten Mitteln von g, bzw. ¢,
die gleich grof sind:

f}oe,,-I(V)-dy-dQ f}osA-I(A)-dA»dQ
0 0

er = —— =—— aus [4] « (50)
[ [I(v)-dv-dQ LI -dr-de

Ganz so kompliziert wollen wir es aber nicht machen. Daher nehmen wir an, da3 die
Wurzel aus dem Fliachenverhdltnis gleich dem Mittelwert von ¢,, also gleich & ist. Es gilt:
er=gy&, mit £,=%+/2=0,942809 und &, =0,987440402. Multiplizieren wir nun die berech-
neten 7;,=2,79837K mit g, so kommen wir auf einen Wert von 2,76322K, der um +0,0377K
oberhalb des gemessenen liegt. Aber konnen wir €¢ bzw. & so einfach als Faktor auf das
WiENsche Verschiebungsgesetz anwenden? Die Antwort ist nein. Es handelt sich um einen
Faktor aus dem PLANCKschen Strahlungsgesetz. Wendet man &; auf (1)...(7) an, so kiirzt es
sich am Ende heraus. Die Steigung 2 beim WIENschen Verschiebungsgesetz (x ist das
Verhiltnis Flanke/Peak) gilt damit auch fiir einen Grauen Korper. Moglich wire hier aber
eine Integrationskonstante. Es gibt zwar Einfliisse auf die Verschiebung, diese sind aber von
der Form der Hiillkurve, und damit von der Funktion &,(®) abhéngig, die wir nicht kennen.
Daher miissen wir improvisieren und denken uns eine Funktion aus, die die Anforderungen
am chesten erfiillt. Dann konnen wir zumindest sehen, welchen EinfluB ein
frequenzabhingiges &, auf den Kurvenverlauf und damit auch auf die Verschiebung hat.

Zunéchst einmal muf die Funktion vor der Einkopplung den Wert &ymax=%v2=0,942809
haben. Weiterhin muf3 sie sich irgendwie dndern. Wir wihlen eine einfache Anderung von
einem auf einen anderen Wert. Als Wendepunkt wihlen wir den Zeitpunkt der Einkopplung
bei Q=1/2 bzw. 2m;. Dann gilt y =Q. Die 0,930967739 aus dem Flachenverhiltnis von divS,
sind unser €. Wir verwenden die Funktion nach (51). Daraus ergibt sich als untere Grenze
ein Wert von &ymin=0,920464. Damit ist e etwas kleiner als der Mittelwert, was der verwen-
deten Funktion geschuldet ist. Das ganze erscheint insgesamt plausibel, da das metrische
Wellenfeld vor der Einkopplung hauptsichlich Energie aufnimmt, also einen hdheren
Absorptionskoeffizienten hat als nach der Einkopplung, wo ein Teil der Energie wieder
abgestrahlt wird. Auch wird die Verschiebung des Nulldurchgangs von divSy auf Q=0,52549
sehr gut abgebildet. Wem das nicht gefillt, es handelt sich nur um ein Modell und eine
optimierte Beispielfunktion. Ob das in Wirklichkeit so ablduft, sei dahingestellt.

0.945-
&

Evmax L T ! 0.942809
0.948 _—
0.935 B

0.931636

ET 0.930+ 0.930968
0.925 /

Evmin J: 0.920464
0.920

| | 0.915 18030, 20, | oy

L L L I L I L L L 1 L L L 1 L L 1

-2 -1 2] 1 2

Bild 13
Absorptionskoeffizient des
Vakuums g, als Funktion von ®
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— [1 e Er e = e (1-2(60—B) 51)
] 2 0,02368 ‘ 0,02368 &k max = 1,00000
e - A T L

Jetzt wollen wir die Wirkung von g auf die Hiillkurve untersuchen. Wir glauben an die
»Selbstheilungskrifte™ der Losung nach Bild 9 und verwenden eine saubere PLANCK-Kurve.
Da man die Wirkung auf (51) in der Grafik kaum erkennen kann, verwenden wir auch noch
eine zweite, iibertriebene Funktion &5 zur besseren Darstellung.

2 0,5 0,5
Ers = 5*/5 (1 - ) gs= 1 (53)

1+Q? 1+

Das entspricht einem €15=0,69281. Damit erhalten wir folgenden Verlauf:

/2 /
dSfaB] |

C‘r}/

/

Bild 14
Wirkung des Absorptionskoeffizienten g,
auf die Hullkurve kleiner MafRstab

Man sieht, unsere Funktion (52) wirkt sich vor allem auf den niederfrequenten Anteil der
Hiillkurve aus. Es kommt zu einer Frequenzerh6hung des Maximums. Der Anstieg im linken
Teil bleibt aber gleich. Das gilt wie gesagt nur fiir unsere Beispielfunktion. Natiirliche
Materialien konnen die Hiillkurve auch in diesem Bereich erheblich deformieren. Dann gilt
die Ausgleichsgerade als Funktion von € gemif3 (50). Diese hat dann aber den gleichen
Anstieg und ist auch nur mehr oder weniger in der Amplitude verschoben (Integrations-
konstante!). Die Ausgleichsgerade ot bzw. die niederfrequente Flanke ist librigens auch die
Kurve, an der die WiENsche Verschiebung stattfindet. Hier sicht man den Vorteil der doppelt
logarithmischen Darstellung, da wird aus der Kurve eine Gerade.

Die Funktion der Verschiebungsgerade ot bestimmt man am besten durch Probieren. Es gilt
wieder y=Q. In der doppelt-logarithmischen Darstellung ergeben sich folgende Funktionen:

5,(Q) = 1020 +1g(2¢, ) [dB] Flanke (54)

6T(Q) = IO(ZQ—lng +lg8 [dB] Maximum (55)

Kmin)
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10* = 2¢

2In10Q 4,60517Q )
c = 28Kmine Flanke linear (56)

O'T(Q) = 8Kmin Kmin
Dies gilt nur fiir die hier verwendete Beispielfunktion. Die 2 rechts stammt aus der Definition
von Q gemiB (9). Fiir den Schwarzen Korper und damit auch fiir die PLANCKsche Kurve gilt
€kmin=E&7=Exmax— |. Bel natiirlichen Materialien miissen wir ggmin durch €1 aus (50) ersetzen.
Der Verlauf ist im Bild 15 dargestellt. Natiirlich kann man auch eine Verschiebungsgerade
fiir das Maximum definieren. Damit schlieft sich dann der Kreis zum WIiENschen Verschie-
bungsgesetz. Allerdings ist Ausdruck (55) nicht sehr genau und die Gerade verfehlt bei klei-
nem &ymin das Maximum. Fiir den schwarzen Korper und unsere Beispielfunktion gilt er aber
exakt. Bei natiirlichen Materialien kann es sogar zum Auftreten von mehreren Maxima
kommen. Je mehr die Hiillkurve vom Ideal abweicht, umso weniger sinnvoll ist es, von einer
Strahlungstemperatur zu sprechen.

Aus (55) ergibt sich, daBl man bei unserer Beispielfunktion und wenn die Kurvenform nicht
allzuweit vom Schwarzen Kérper abweicht, schon ein WiENsches Verschiebungsgesetz fiir
den Grauen Korper aufstellen kann:

1 hw Wiensches Verschiebungsgesetz

T R B kmax fur den Grauen Kérper (57)
s .

Kmin

Bei natiirlichen Materialien muf} man hier wieder gmi, durch € ersetzen.

S, [dB] I "o/ a,

¢ gy
I L . L L I L . 1 . D . L !

Planck’s radiation _

equation 28l
Ers
_Sa -
-48
_50 -
S, Wy
SZ

Wy

o’ o,
Bild 15

Verschiebungsgeraden o1 und G5
sowie Hillkurven groRer Malistab

=
[~-]
_,_——-—-""-'_

Als nachstes wollen wir die Frequenzverschiebung wk2/0k; bestimmen. Wir wihlen die
tibertriebene Funktion (53), da man im anderen Fall nichts sehen kann. Wir wollen uns im
niederfrequenten Bereich bewegen, und zwar bei wk;=0,5 107 Omax. Daher konnen wir das
WiENsche Strahlungsgesetz anwenden:

1 Aol Moo
— —=L e kT €, do Wiensches Strahlungsgesetz (58)

1 ~
4r* ¢

ds

Fiir die Amplitude von dS, gilt (T,=T>=T) :
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3 o 3 o,
€ . h(,O K1 1 h(&) K2
Kmin Ki o kT @ dm = K2 oK' o dow (59)

ds, =
2
At ¢ * A & s

Nach Gleichsetzen erhalten wir folgenden Ausdruck:

h[ﬂK] flez h
U‘)f(Z = gKminO‘);I € KM = 8kmin(of(l ekT(le_(DKZ) (60)
ho 0 2.821439372  2,821439 1,41072-10°° 61)
kT O 2-10°w,, W,

1,410721073 [1 - &}
0‘)?(2 = 8l(min(‘o3K1 C o ~ 8Kmin(‘ol3(leo = 8Kmino‘)f(l (62)

()

K2 e . 0 = Y0.97630 w,, = 0,992037 w,, (63)

Damit verschiebt sich die Frequenz unserer Beispielfunktion an der Basis um +0,8027%. Die
Verschiebung des Maximums liegt bei +0,4860% (Funktion FindMaximum[#]). Nur zur
Information, bei der iibertriebenen Funktion €5 liegt die Verschiebung an der Basis bei
+25,99%, im Maximum bei +12,64%. Es kommt also in beiden Fillen zu einer Ver-
schmilerung der Hiillkurve, wobei der Frequenzversatz an der Basis etwa doppelt so grof} ist,
wie im Maximum. Da bei den echten Werten nur Bruchteile eines Prozents wirksam werden,
sieht es so aus, als wire die Kurve schwarz.

UT N =10 arg -'Q'J’/_
B -2 -1 — AT 1
lanck s radiation i
-18-
2 -
_28 L
| ment
..53 -
-48-
-5
-50
Bild 16
dS,[dB] | -68[ Maogliche Fehlerquellen durch Fehlinter-
pretation der Kurvencharakteristik

Im folgenden geht es nur um Interpretationsfehler von aktuellen MeBwerten. Dabei spielt
das Modell keine Rolle und es ist egal, ob sich bestimmte universelle Naturkonstanten zeitlich
andern und wie. Was passieren kann, wenn man die Kurvencharakeristik falsch interpretiert,
wenn man auf eine Graue Kurve die Mathematik des Schwarzen Korpers anwendet, zeigt
Bild 16. Kurve 1 ist die Kurve eines Schwarzen Korpers bei Einkopplung, Kurve 2 die Graue
Kurve. Die Rotverschiebung z (Displacement) geschieht in Pfeilrichtung entlang der Ver-
schiebungsgeraden or und o7s. In einem Grafikprogramm kann man dies auch manuell
durchfiihren, indem man die Kurve(n) zuerst dupliziert und dann gleichmiBig skaliert, indem
manbei gedriickter Shifttaste den Eckpunkt rechts oben so nach links unten verschiebt, dafl
der Kontakt mit der Verschiebungsgeraden erhalten bleibt.
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Das Ergebnis sind die Kurven 3 und 4. Jetzt kann man aber die Graue Kurve 3 so
,,aufblasen®, dal} sie fast in Deckung mit der Schwarzen Kurve 4 kommt. Das ist die Kurve 5
(grtin). Dies geschieht, wenn man eine zu niedrige Rotverschiebung z annimmt, ein Wert, den
man eigentlich bestimmen will. Man sieht, man bekommt eine beinahe vollstandlge
Uberdeckung der Maxima, die man bei &r- Werten nahe 1 praktlsch nicht mehr feststellen
kann. Das Ergebnis ist, man berechnet ein zu kleines z und eine zu niedrige Strahlungs-
temperatur 7} und zwar um den halben Wert der Verschiebung an der Basis.

Wenn wir nun annehmen, dafl der berechnete 7)-Wert in Hohe von 2,79837K die Graue
Temperatur ist und berlicksichtigen beim gemessenen Wert von 2,72548K den Interpreta-
tionsfehler, ergibt die Anwendung von (57) eine gemessene Graue Temperatur von
2,79164K, die berechnete Temperatur liegt dann nur noch +0,0067K dariiber (+0,25%). Die
Verbesserung gegeniiber den bisherigen +7,29% wire also nicht unerheblich. Natiirlich hétte
ich die Beispielfunktion auch so gestalten konnen, dal ich genau auf den Mefwert komme.
Nur wire dies nicht sehr aussagekriftig gewesen.

Auf jeden Fall sollte man die Auswirkungen einer moglichen Grauen Strahlungs-
charakteristik beriicksichtigen, zumal dann, wenn man extrem genau messen will. Die
angegebene Genauigkeit von +0,00057K beim MeBwert kdnnen wir dann aber vergessen
bzw. diese gilt nur relativ und nicht absolut.

6. Zusammenfassung

Im Verlauf dieser Arbeit ist es gelungen, mit Hilfe des Modells aus [1] die Hiillkurve der
PLANCKschen Strahlungsformel als Funktion eines dynamischen Frequenzgangs unter
Anwendung einer Phasen- und Gruppenlaufzeitkorrektur mit einer Restabweichung von
+1dB zu approximieren. Weiterhin wurde gezeigt, dafl die nach [1] berechnete Temperatur in
der Néhe des vom COBE-Satelliten gemessenen Wertes liegt. Durch Beriicksichtigung des
vom Modell vorhergesagten grauen Charakters der CMBR konnte gezeigt werden, dal3 und
wie der MeBwert bei Anwendung der Mathematik eines schwarzen Korpers auf eine graue
Strahlungsquelle zu niedrig bestimmt wird. Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache ldge die
berechnete CMBR-Temperatur dann nur +0,0067K tiiber der korrigierten, grauen Temperatur.
Ob die verwendete, selbst erstellte, graue Strahlungscharakteristik mit der Wirklichkeit
iibereinstimmt, konnte bleibt offen. Es handelt sich hier um ein Beispiel, das aber genau zeigt,
wie sich die Verhéltnisse beim grauen Korper darstellen. Insgesamt gab es keine
Widerspriiche des Modells mit der Wirklichkeit. AuBlerdem wurde gezeigt, warum die
BoLTzZMANN-Konstante genau den bekannten Wert hat und keinen anderen. Ursache ist der
Anstieg beim Schwingkreis der Giite 5.

Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit schlieBen damit die Moglichkeit, dal der Verlauf
der PLANCKschen Strahlungsformel tatsdchlich das Resultat der Existenz einer oberen
Grenzfrequenz des Vakuums ist, nicht aus. Ob es so ist oder nicht, in beiden Fillen wird aber
die klassische Ableitung [2] nicht auBer Kraft gesetzt. Beide Ableitungen sind kompatibel
und ergédnzen einander.

ENDE
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Copy Friendly Version
Definitions

Off [General::"spell"]
Off [General::"spelll"]
Off [NIntegrate: :inumr]
Off [NIntegrate: :precw]
Off [NIntegrate: :ncvb]

Hankell=Function[BesselJ [0, #] +I*BesselY [0, #]1];
Hankel2l=Function[BesselJ[2,#] +I*BesselY[2,#]];

A=Function[ (BesselJ [0, #] *BesselJ[2,#] +BesselY [0, #] *BesselY[2,#])/

(BesselJ[0,#] "2+BesselY[0,#]172)1;

B=Function[ (BesselY[0,#] *BesselJ[2,#] -BesselJ [0, #] *BesselY[2,#])/
(BesselJ[0,#] “2+BesselY[0,#]172)];

RhoQ=Function[If [#<30,
Abs[-2*I/#/Sqrt[1- (Hankel2l [#] /Hankell[#])"211,#"(-1/2)11;
Rho=Function[
Abs[-2*I/Sqrt[#]/Sqrt[l- (Hankel21l[Sqrt[#]]/Hankell [Sqrt[#11)72111;
(* Rho = Rho(t) c_ *)
InvRhoQ=Function[If [ (Abs[#]>.851661),Infinity,If[Abs[#]<=.1,1/
#%2,0.346365+0.998383/#72-2.50962*#+5.63857*#"2-4.39788*#"3111];

PhiQ=Function[If [#>20,-Pi/4-3/4/#,N[Arg[-2*I/#/Sqrt[1- (Hankel2l [#]/
Hankell [#])"211111;

InvPhiQ=Function[I£[(((-#)>Pi) || ((-#)<Pi/4)),Infinity, (*4%
Error*)If[((-3/4/ (#+Pi/4))>6),-3/4/ (#+Pi/4),3/4/(1/(#-0.5493137)+Pi/4) -
1.45783361506639903156111 ;

RhoQQ=Function[If [#<30,Sqrt[Sqrt[(1-A[#]"2+B[#]72) "2+ (2*A[#]*BI[#])"211,2/
Sqrt [#]111;

(* Arc length unequal RhoQ!!!*)

RhoQQQ=Function [Sqrt [Sqrt[(1-A[#]"2+B[#]72) "2+ (2*A[#]1*BI[#])"2]111;

rq={{0,0}};
For [x=(-8); 1i=0,x<4, (++1i),x+=.01; AppendTolrqg, {10"x,N[1/RhoQQQ[10"x]1]1}11;
RhoQl=Interpolation[rq];

RhoQQl=Function[If [#<10"4,RhoQ1l[#],.5*Sqrt[#111;
AlphaQ=Function[N[Pi/4-PhiQI[#]1]1];
BetaQ=Function[Sqrt [#1]* ( (#2) "2+#1%°2* (1- (#2) *2)"2) " (-.25)1;
DeltaQ=Function [ArcSin[RhoQ[#]*Sin[AlphaQ[#]111];

GammaPQ=Function [N[PhiQ [#] +ArcCos [RhoQ [#] *Sin [AlphaQ[#]]1]1+Pi/411];

GammaPQa=Function [N[-PhiQ[#] -ArcSin [RhoQ[#] *Sin [AlphaQ[#]1]1]1+Pi/411];
GammaNQ=Function [N[-PhiQ [#] +ArcSin[RhoQ [#] *Cos [AlphaQ [#]1]1-Pi/4]11];
GammaNQa=Function [N[PhiQ [#] -ArcCos [RhoQ [#] *Cos [AlphaQ [#]1]1]1-Pi/41];

Rk=If [#1<1000,3Sqrt [#1] NIntegrate[RthQl[xl],{xl,O,#l}],#lAZ]&;
(* Exact world radius/rl *)

BRQP=Function[Rk [#] Sqrt[(Sin[AlphaQ[#]]/Sin[GammaPQ[#]]) "4-1]11;
BRQPa=Function[Rk [#] Sqrt[(Sin[AlphaQ[#]]/Sin[GammaPQal#]1)"4-111;
BRQN=Function[Rk [#] Sqrt[(-Cos[AlphaQ[#]]/Sin[GammaNQ[#]])"4-111;
BRQNa=Function [Rk [#] Sqrt[(Cos[AlphaQ[#]]/Sin[GammaNQal[#]]1)"4-111;
BNQP=Function[0.4073456 #"(-6/4)1;

BNQN=Function[0.282048 #"(-7/4)1;

BGN=1/3 Sqrt [2] *BRQP[.5] ;
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brg={{0,0}};
For [x=(-8); 1=0,x%<25, (++1i),x+=.1;
AppendTo [brq, {10"x,N[BRQP[10"x] /BGN/ (2.5070314770581117*10"x) 1}1]
BRQO=Interpolation[brq] ;
BRQ1l=Function[If [#<10"15,BRQO [#],Sqrt[#]1]1];

Ml=Function [Abs [Hankell [#]1];
SGenau=Function [Pi/2*Rho [#] "2*Abs [Hankell [Sqrt [#]]"211;
kk=Function [Expp [Sqrt [2] *Logl0 [E] *#/ (1L+#°2)11;
AnU=Function[.5*1/Sqrt [1+#"2]* (1+1/Sqrt[1+#"21)1;
FG=Function[.5/ (1+I*#)* (1+1/(1+I*#))];

Xline=Function[10"33* (#1-#2 (*Wert x*))1;
Xlline=Function[33+ (10" #1-Logl0 [#2] (*Wert x*))1;

Pom=Function [Print [StringJoin["x = ",ToString[10”Chop[First[xx/.Rest[%]],10"-
711," Oml"," (",ToStringl[.5*10"Chop[First[xx/.Rest[#]]1,10%-711,

" OmU)"]111;

Pol=Function[Print["y = "<>ToString[First[#]]l<>" dB ("<>If[First [#] -
zzz>0,"+",""] <>

ToString[First [#] -zzz]<>" dB)"11;

Expp=Function[If [#<0,1/Exp[-#],Exp[#111];

(* Strictly needed to avoid calculation errors *)

xtilde = N[3+ProductLogl[-3 E"-31,16];

c = xtilde™2;

b=xtilde;

S1 = 8* (#1/(2*((#1/2)"2 + 1)))"2 & ;

S2 = (b*(#1/2)) "3/ (Expp[b* (#1/2)] - 1) & ;

Psi0 = (1/2)*Logll + (#1/(c*Sqgrtl[#21))"2] -

(#1/ (c*Sqrt[#21))"2/(1 + (#1/(c*sSqrtl#2]1))"2) +
Log[Cos [ArcTan [#1/ (c*Sqrt [#2])] -
#1/ ((c*Sqrt[#21)* (1 + (#1/(c*Sqrtl#21))"
2))1] & ;

Psil = NIntegrate[(1/2)*Log[l + (#1/(c*Sqrt[Ql))"2] -
(#1/ (c*sqrtQl)) *2/(1 + (#1/(c*sqrtlQl))”2) +
Log[Cos [ArcTan [#1/ (c*Sqrt[Q])] -

#1/ ((c*Sqrt[Ql)* (1 + (#1/(c*Sqrt[Ql))*2))11,
{Q, 0.5, 3000}] & ;

Psi2 = NIntegratel(1/2)*Log[l + (#1/(c*BRQ1[Q]))"2] -
(#1/ (c*BRQ1L[Q]1))"2/(1 + (#1/(c*BRQ1IQ1))"2) +
Log[Cos [ArcTan [#1/ (c*BRQ1[Q])] -

#1/((c*BRQLIQI)* (1 + (#1/(c*BRQL[QI))*2))11,
{Q, 0.5, 3000}] & ;

G=6.6732*10"-11; (*Bruker¥*)
ge=1.60217733*10"-19;
me=9.1093897%10"-31;
mp=1.6726231%10"-27;
mn=1.6749286%10"-27;
ma=1.66057*10"-27;
anull=5.29177*10"-11 (* Bohrscher Wasserstoffradius *);
re=2.81792*%10"-15;

km=1000;

Mpc=3.08572*%10"19 km;

my0=4 Pi 10"-7;
ep0=8.854187817*10"-12;
ka0=c”3/(my0 G hg H) (*1.23879 10793%);
k=1.380658 10"-23;
hg=1.05457266*10"-34;

h=2 Pi hg;

hi=4.99697*10"27;

hl=hg*Qo0;

hb1=7.95297*10"26;
hiSp=4.99697*10"27;

Z0=Sqrt [my0/ep0] ; (*2 Pi 60%)



Phi0=1.99383*10"-16;

Phil=6.8626%*10"14;

Q884=Function[3/2* (ge”2/ep0/#/me/mp) * (3/2)1; (* #=G *)
Q892=Function[3/8/Pi*ge”4/ (ep0"2*me”2*mp*Sqrt [#"3*hg*c])];
Q890=Function[3/2*(1/4/Pi*qge”2*Z0/me*Sqrt[c/#/hgl) *3];
c=1/Sqrt [my0 ep0]; (*¥2.99792458 1078%)
Om0=Sqgrt [c*5/G/hg] ;

Oml=0m0 QO0;

Q0=Q890I[G] ;

(*3/2*(ge”2/ep0/G/me/mp) * (3/2) ngg4 )
(*3/2*%(1/4/Pi*ge”2*Z0/me*Sqrt [c/G/hgl) "3 nggQn*)
(*3/8/Pi*qge”4/ (ep0”2*me”2*mp*Sqrt [G"3*hg*c]) "892"*)

(*7.5419 10760 "Arbeit"*)

QTAB=7.5419 10760;
Qrel=Function[QO0* (Sqrt [1+#1] - (2*#2) " (2/3))1;

Qabs=Function[ (Sqrt[2*ka0*#1/ep0]-Q0* (2*#2) "~ (2/3))1;
H=0m0/Q0;

(*8/3*Pi*G/my0/Z0*me"2*mp/qge”4 2.45972*10"-18%)

rl=1/ (ka0 2z0);

r0=Q0 rl; (*¥1.596 10"-35%)
R=Q0"2 ril;

T=1/(2 H); (*2.03275 10717+%)
t1=T/Q0"2; (*3.57372 107-105%)

gn=Sqrt [hg/Z0] ;

Source Function

(*b = xtilde; Figure 1 *)

Plot[{

LoglO[(b*.5*%10%y) *3/ (Expp [b*.5*10"y]1-1)1,

LoglO[ 8*(.5*10%y/((.5%10%y) *2+1))"21,
Xlinely,Logl0[211},{y, -5, 3},PlotRange->{-10.1,.45}]

Expansion

Plot [{ (*Log10 [BRQP [10"qqq] /BGN/ (2.5070314770581117*10%qqq) ], Figure 2a *)
Logl0[BRQ1[10"qqgql]l, LoglOI[Sqrtl[10”qqqll}, {gggq, -1, 10}]

Plot [{ (*BRQP [gqq] /BGN/ (2.5070314770581117*qqq) , Figure 2b *)

BRQ1[qgqql, Sgrtlgqql}, {ggg, 0, 10}, PlotRange -> {-0.3, 9.6}]

Integral

c=8; (*Factor 8 approx & Figure 3 *)
Plot[{Psilly]l,Psi2[yl},{y.,0,10},
(*PlotRange->{-5.8,0.2}, *) PlotStyle->RGBColor[0.91,0.15,0.25] ,PlotLabel-
>None, LabelStyle->{FontFamily->"Chicago", 10,GrayLevel [0] }]

c=8; (*Factor 8 approx & Skipped *)

Plot [{Expp[Psill[yl],Expp[Psi2[y]1},{y,-4.,4}(*,

PlotRange->{0,2.35}*),PlotLabel->None, LabelStyle->{FontFamily-
>"Chicago", 10, GrayLevel [0] }]

c=8; (*Factor 8 approx & Figure 4 *)
Plot[{10Logl0 [Expp [Psil[10"y]]],10 LoglO [Expp[Psi2[10"y]111},{y,-3,2},PlotRange-
>{-88,2},LabelStyle->{FontFamily->"Chicago", 12, GrayLevel [0] }];

Plot[{10 Logl0[Abs[FG[10"yl11},{y.,-3,2},PlotRange->{-88,2},PlotLabel-
>None, PlotStyle->RGBColor[0,0,0],LabelStyle->{FontFamily-
>"Chicago", 10, GrayLevel [0] }];

Show [%%, %]

Approximation 1

c=8; (* Factor 8 approximated BGN exact Figure 5 *)
Plot[{10 Logl0[S2[10%yll,10
(Logl0[S1[10"y] *Expp[Psil[10"y]]]),Xlinely,Logl0([2]]1},{y,-3,3},PlotRange->
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{-51,10.5}, ImageSize->Full,LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",10,GrayLevel [0] }]
(* Exakt exakt exakt Fehler max +1.3dB *)

c=7.519884824; (* Sqrt[m] exact & Figure 6 *)
Plot[{10 Logl0[S2[10"y]l],10 (LoglO0[S1[10"y]]
+Logl0 [E] *Psi2 [107y]) ,Xline[y,Logl0[2]11},{y,-3,3},PlotRange->
{-51,4.5}, ImageSize->Full,LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",10,GrayLevel [0] }]

Extreme Values 1

FindMaximum[10 Logl0[S2[10"xx]],{xx, 0}1;
(* Planck's curve *)

Print [StringJoin["x = ",ToString[(l0"First[xx/.Rest[%%]11)],
" Oml (1.000000 OmuU) "11]
Print[StringJoin(["y = ",ToStringl[zzz = First[%%%]]," dB (£0.000000 dB) "11]

FindMaximum[10 (Logl0[S1[10"xx]*Expp[Psil[10"xx]]1])-10Logl0([S2[10"xx]], {xx,1}] ;
(* Maximum deviation Psil *)

Pom [%]

Pol [%%]

FindMaximum[10 (Logl0[S1[10"xx]*Expp[Psi2[10"xx]]])-10Logl0[S2[10"xx]],{xx,0}];
(* Maximum deviation 1 Psi2 *)

Pom [%]

Pol [%%]

FindMaximum[10 (Logl0[S1[10"xx]*Expp[Psi2[10"xx]]1])-10Logl0([S2[10%xx]1]1, {xx,1}];
(* Maximum deviation 2 Psi2 ¥*)

Pom [%]

Pol [%%]

FindMaximum[10 (Log10[S1[10"xx]]+Logl0[E]*Psil[10"xx]), {xx,-1}]1;
(* Deviation between maxima Psil*)

Pom [%]

Pol [%%]

FindMaximum[10 (Logl0[S1[10"xx]]+Logl0[E]*Psi2[10"xx]),{xx,-3,2}];
(* Deviation between maxima Psi2 ¥*)

Pom [%]

Pol [%%]

Deviation 1

c=8; (*Factor 8 approx & Figure 7 *)

Plot[{10 Logl0[S1[10"y] *Expp[Psil[10"y]]1/S2[10"y]l],X1linely,Logl0I[2]11},
{y,-3,2},PlotRange->{-3.1,1.35}, ImageSize->Full,LabelStyle->
{FontFamily->"Chicago", 10,GrayLevel [0]}];

c=7.519884824; (* Sqgrt[m] exact & *)
Plot[{10 Logl0[S1[10"y]*Expp[Psi2[10"y]]1/82[10%y]11},{y.-3,2},
ImageSize->Full,LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",10,GrayLevel [0]}];

Show [%, %%%, PlotRange->{-3.1,1.35}]

Plot [{10Log10[kk([10”x]]1},{x,-3,2.2},PlotRange->{-0.6,3},
PlotStyle->RGBColor[0.06,0.52,0.11;

Show [%%, %, ImageSize->Full, LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",12,GrayLevel [0] }]

Approximation 2

c=8; (* Factor 8 approximated BGN exact Figure 8 *)
Plot[{10 Logl0[S2[10"y]],10 (LoglO[S1[10"y]*Expp[Psil[10"y]]])-10Logl0[kk[10"y]],
Xlinely,Log10[2]11},{y,-3,3},PlotRange->{-51,4.5}, ImageSize->Full, LabelStyle-
>{FontFamily->"Chicago", 10, GrayLevel [0] }]
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c=7.519884824; (* Sqgrtm] exact & Figure 9 *)

Plot[{10 Logl0[S2[10"y]]1,10 (Logl0[S1[10"y]l]l+Logl0[E]*Psi2[10"y])-
10Logl0[kk[107y]],Xline[y,Logl0[2]1]1},{y,-3,3},PlotRange->{-51,4.5},
ImageSize->Full, LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",10,GrayLevel [0]}]

Extreme Values 2

FindMaximum[10 Logl0[S2[10"xx]],{xx, 0}1;
(* Planck's curve *)

Print [StringJoin["x = ",ToString[(l0"First[xx/.Rest[%%]11)],
" Oml (1.000000 OmuU) "11]
Print[StringJoin(["y = ",ToStringl[zzz = First[%%%]]," dB (£0.000000 dB) "11]

FindMaximum[10 LoglO[(S1[10"xx] *Expp[Psil[10"xx]]/kk[10"xx])/S2[10"xx]],{xx,0}];
(* Maximum deviation Psil ¥*)

Pom [%]

Pol [%%]

FindMaximum[10 LoglO0[(S1[10"xx]*Expp[Psi2[10"xx]]/kk[10"xx])/S2[10"xx]], {xx,0}];
(* Maximum deviation 1 Psi2 *)

Pom [%]

Pol [%%]

FindMinimum[10 LoglO[ (S1[10"xx] *Expp[Psi2[10"xx]]/kk[10"xx])/S2[10"xx]], {xx,.5}]1;
(* Maximum deviation 2 Psi2 *)

Pom[%]

Pol [%%]

FindMaximum[10 LoglO[(S1[10"xx] *Expp[Psi2[10"xx]]/kk[10"xx])/S2[10"xx]], {xx,1}];
(* Maximum deviation 3 Psi2 *)

Pom [%]

Pol [%%]

FindMaximum[10 Logl0[S1[10"xx] *Expp[Psil[10"xx]]/kk[10"xx]1], {xx,0}];
(* Deviation between maxima Psil ¥*)

Pom [%]

Pol [%%]

FindMaximum[10 Logl0[S1[10"xx] *Expp[Psi2[10"xx]]/kk[10"xx]1], {xx,0}];
(* Deviation between maxima Psi2 ¥*)

Pom[%]

Pol [%%]

Plot[{(* Figure 10 *)
10 LoglO0[S1[10%y]l]l,
10 Logl0[S2[10"yl],
10 (Logl0[S1[10”y]]+Logl0 [E] *Psi2 [107y]),
10 (Logl0[S1[10”y]]+LoglO0[E]*Psi2[10"y]-Logl0[kk[10%y]1]),
Xline[y,Logl0[2]]
},{y,-0.8,1.4},PlotRange->{-11,4.5},PlotLabel->None, ImageSize->Full, LabelStyle-

>{FontFamily->"Chicago", 10, GrayLevel [0] }]

Deviation 2

c=7.519884824; (* Sqgrt[m] exact & Figure 11 *)

Plot[{10 Logl0[S1[10"y]*Expp[Psil[10"y]]/S2[10"y]]-10Logl0 [kk[10"y]l],

10 Logl0[S1[10”y] *Expp [Psi2[10"y]]1/82[10%y]]-10Logl0[kk[10%y]11},{y.-3,2},
ImageSize->Full,LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",10,GrayLevel[0]}];

Show [$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%, %, PlotRange->{-3.1,1.35}]
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Roots

FindRoot[10 (Logl0[S1[10"y]]+Logl0[E]*Psi2[10"y])-10Logl0[kk[10"y]]-
10Log10[S2[10%y]1==0,{y,.5}]

FindRoot[10 (Logl0[S1[10"y]]+Logl0[E]*Psi2[10"y])-10Logl0[kk[10"y]]-
10Logl0[S2[10"y]1==0,{y.,1}]

FindRoot[10 (Logl0[S1[10"y]]+Logl0[E]*Psi2[10"y])-10Logl0[kk[10"y]]-
10Logl0[S2[10"y]1==0,{y.,2}]

N[1070.846931] (* Level at 2nd null *)
ToString[10 LoglO[S2[%]1]]1<>" dB"

N[1071.1612] (* Level at 3rd null *)
ToString[10 LoglO0[S2[%]1]]1<>" dB"

N[1071.4142] (* Level after 3rd null *)
ToString[10 LoglO[S2[%]1]]1<>" dB"

Plot [{ (* Skipped *)

10 LoglO[S1[10"y]l],

10 Logl0[S2[10%yl],

10 (Logl0[S1[10”y]]+Logl0[E] *Psi2[10%y]),

10 (Logl0[S1[10"y]]+Logl0 [E]*Psi2[10"y]-Logl0[kk[10"y]]),
Xlinely,Log10[2]11},{y,-3,3},PlotRange->{-51,4.5},PlotLabel->None,
ImageSize->Full,LabelStyle->{FontFamily->"Chicago",10,GrayLevel [0]}]

Energy Flux Density Vector

wO0g=Function[Sqrt [Pi"3/8] *M1[Sqrt [#]] *3*Rho [#] "3];
wOn=Function [#"-(3/2)1];

wOnPunkt2Int=Function[- (wOn[#])“2+.897659];
wOgPunkt=Function[ (wOg [#+.00001] -wOg [#])/.00001];
wOgPunkt2=Function[ (wOg [#+.00001] “2-wOg[#]"2)/.00001];
wOgPunkt2Int=Function[- (wOg[#]) “2+.897659];
kaOg=Function[Pi/4*M1[Sqrt [#]]“2*Rho [#]"2];
ka0g2=Function [Pi"2/12*M1[Sqrt [#]]"4*Rho[#] "4];
kaOg2n=Function[1/3*#"(-2)1;

kaOg2Int=Function [NIntegrate[kaOg2[tt], {tt,0,#}11;
ka0g2nInt=Function[-1/(6*#1"(3/2))+1/(6*10"(3/2))+0.345818];

Plot [{-wOgPunkt2 [t"2] -ka0g2[t”*2]},{t,0,3},PlotRange->{-0.22,0.88}, (* Figure 12
*)

PlotLabel->None, ImageSize->Full,LabelStyle->{FontFamily-
>"Chicago", 10, GrayLevel [0] }]

Displacement Line

b = xtilde;
Plot [{(* Skipped *)
Logl0[S2[10%y]l]l, Logl0[S1[10"yll,Xlinely,Logl0[211],

2*y + Logl0[2], 2*y - LoglO[xtildel}, {y, -3.05, 3.05},
PlotRange -> {0.55, -5.05}, ImageSize -> Full,
LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 10,

GrayLevel[0]}]

b = 2.821439;
Plot [{(* Skipped *)

N[ (b*y) “3/(E* (b*y) - 1)1, 10"N[2*LoglO[y] + Sin[2]11},
{y, 0, 0.15}, PlotRange -> {0, 0.2}]
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Gray body

Definitions

x=2.972456 10"-63;

y=8.6556 10"-64;

z=y 27(1/6)/3"(2/3) Q0"-.5;fff=Function[l/(1+ (#1/#2)"2)1;
fff=Function[l/ (1+ (#1/#2)"2)1;
ggg=Function[1l/ (1+ ((#1/#2)- (#2/4#1))"2)1;
hhh=Function[2* (#1/#2) / (1+ (#1/#2)"2)1;
Ek3=Function[1-0.0236820832f£ff [#1,#2]];

Ek5=Function[1-0.5f££f [#1, #2]11]; (* Ek5 over-scaled !!! *);

Absorbing Coefficient

Plot[{
2/38qrt[2] Ek3 [10"xxx,20m0] ,0.942807, .920464, .930967739,
Xline [xxx,Logl0[20m0]]},
(* Epsilon T *)
{xxx, -2+ Logl0[OmO0],2+ LoglO[Om0]},PlotRange->{0.91,0.95}]

Plot[{(* Figure 13 *)

2/38qrt[2]1Ek3[10"xxx,2],0.942807,.920464, 0.930967739, (0.942807+.920464) /2,
Xline [xxx,Logl0[2]],X1line [xxx,Logl0[1.903]1]},
{xxx,-2,2},PlotRange->{0.914,0.946}, ImageSize->Full,PlotLabel->None,
LabelStyle->{FontFamily->"Chicago", 11, GrayLevel [0] }]

(* Epsilon T *)

aaa = LoglO0[2];
bbb = xtilde (*2*Sqrt[2]*);
ccc = 1;

Plot[{(* Figure 14 *)
10*LoglO [ (bbb*10” (zzz - aaa)) "3/ (E” (bbb*10"(zzz - aaa)) - 1)1,
10*Logl0[Ek3[10" (zzz - aaa), cccl*((bbb*10”"(zzz - aaa)) 3/
(E” (bbb*10" (zzz - aaa)) - 1))1,
10*Logl0[Ek5[10” (zzz - aaa), cccl*((bbb*10"(zzz - aaa)) "3/
(E” (bbb*10”" (zzz - aaa)) - 1))], 10*LoglO[Ek3[10"(zzz - aaa), cccll],
10*LoglO0[Ek5[10" (zzz - aaa), cccll,
Xline[zzz, Logl0[2]],Xlinel[zzz,0.35271201428301324],
10* (2*zzz + LoglO0[2]), 10*(2*zzz - LoglO[xtilde]),
10* (2*zzz + Logl0[2*0.69281]),
10* (2*zzz - LoglO[xtilde] + LoglO[(0.69281+.5)/21)
}, {zzz, -1.02, 1.02}, PlotRange -> {-10.25, 3.25}, ImageSize -> Full,
PlotLabel -> None, LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 12, GrayLevell[0]}]

Extreme Values 3
FindMaximum[10*Logl0[S2[10%zzz]],{zzz,-1.02,1.02}]

FindMaximum[10*Logl0 [ (bbb*10” (zzz-aaa)) "3/ (Exp[ (bbb*10" (zzz-aaa))1-1)1,
{zzz,-1.02,1.02}]

FindMaximum[10*Logl0 [Ek3 [10” (zzz-aaa),cccl * ((bbb*10” (zzz-aaa)) "3/
(E” (bbb*10" (zzz-aaa))-1))1,{zzz,-1.02,1.02}]

FindMaximum[10*Logl0 [Ek5[10" (zzz - aaa), cccl* ((bbb*10”(zzz - aaa)) "3/
(E” (bbb*10” (zzz - aaa)) - 1))1,{zzz,-1.02,1.02}]

aaa = 0*LoglO[2];
bbb = xtilde (*2*Sqrt[2]*);
ccec = 0.5 (* Q(max) *);
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Plot[{(* Figure 15 *)
10*Logl0[S2[10%zzz]],
10*Logl0[Ek5[10%zzz, cccl*S2[10%zzz]],
Xline[zzz, Logl0[2]], Xlinelzzz,-3], 10*Logl0[S2[10"-31],
10* (2*zzz + Logl0[2(1-0.0268)1),
10* (2*zzz + LoglO0[2(1-0.5)]1)
(* 2 eKmin *)},
{zzz, -3.8, 1.3}, PlotRange -> {-67.25, 10.25}, ImageSize -> Full,
PlotLabel -> None, LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 12, GrayLevell[0]}]

aaa = 1*LoglO0[2];

bbb = xtilde;

ccc = 0.5;

Plot[{(* Figure 16 *)
10*Logl0 [ (bbb*10” (zzz - aaa)) 3/ (Expp[bbb*10” (zzz - aaa)l - 1)1,
10*Logl0[Ek5[10" (zzz - aaa), cccl*((bbb*10”"(zzz - aaa)) "3/

(E” (bbb*10”" (zzz - aaa)) - 1))], 10*LoglO[Ek5[10"(zzz - aaa), cccll,

Xline[zzz, Log10[2]],Xline[zzz,0.35271201428301324]},
{zzz, -3.8, 3.4}, PlotRange -> {-67.25, 5.25}, ImageSize -> Full,
LabelStyle -> {FontFamily -> "Chicago", 10, GrayLevell[0]}]

Beep[]

Beep []

Beep []



