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Abstract : I show here that if z € N* then 1 € Og(x) = {S"(x),n € N*} where

Og(z) is the orbit of the function S defined on Rt by S(z) =
and I deduce the proof of the Syracuse conjecture.

Résumé : Je démontre que si x € N* alors 1 € Og(z) =
Ogs(z) est orbite de la fonction S définie sur R™ par S(z) =

et j’en déduis une preuve de la conjecture de Syracuse.
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Introduction, notations et définitions :

La conjecture de Syracuse, introduite par Lothar Collatz et ouverte depuis 1928
([2], [3], [1]) est encore appelée conjecture de Collatz, conjecture d’Ulam, conjec-
ture tcheque ou probleme 3x+1.

Le but de cet article est de démontrer cette belle conjecture dont Paul Erdos a
dit [4] " les mathématiques ne sont pas encore prétes pour de tels probléemes " .
La suite de Syracuse d’un nombre entier N est définie par récurrence, de la
maniere suivante :

Up

2

si u, est pair
ug = N, et pour tout entier n > 0, Uup41 =

3uy, +1  siwu, est impair
Je définis la fonction S définie sur R* par S(z) = £ + (z + 1)sin?(z3).
Os(z) = {S™(x),n € N*} est l'orbite de x sous 'action de S.
D’abord dans le corollaire 2 je démontre que l'orbite de tout nombre non nul
est fini si il ne passe pas par le nombre 1. Puis dans le corollaire 3 je démontre
que le seul cycle qui puisse exister sous l'action de la force syracausienne est
le cycle {1,2} (classiquement c’est cycle 1 — 4 — 2 ). Et on conclut que tout

nombre non nul (assimilé a un corps), sous 'action de l'attraction de la force

Syracusienne, finira par tomber sur 1 dans le vaste océan des nombres.

FI1GURE 1 — Courbe de Sghiar-Syracuse

Théoréme 1 (Conjecture de Syracuse). Pour tout entier ug = N > 0, il existe

un indice n tel que u, = 1.

La preuve de ce théoreme 1 va résulter de cette proposition 1 :
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Proposition 1 (Théoréme de Sghiar-Syracure). Soit S la fonction définie sur

RT par S(z) = £ + (z + 3)sin*(x3). Six € N*, alors 1 € Og(x)

Lemme 1. Si S est la fonction définie sur Rt par S(z) = £+ (z+ 3)sin*(23),

alors S(z) = x — Zcos(xm) + & — Ycos(am)

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le fait que cos(2a) = 1 — 2sin?(a)

O

Lemme 2. [ @ S(t)dt = 1(S™(2))2+1 5" (2)— L sin(rS™(x)) — 5= 5™ (x)sin (xS (x)) +

27
ﬁcos(wS”(x)) — i

Démonstration. D’aprés le lemme 1, on a : S( ) =t— Leos(tm) + 1 — Lcos(tm),
donc fS g S(t)dt = S (@) (t — Leos(tm) + 1 — fcos(tm))dt et le résultat s’en
déduit par intégration.

O

S™(x) S dt

Corollaire 1. Si S™(x) — 400 alors  lim 0 5" (2))

57 () +o00
Lemme 3. Si (a,b) € N* x (2N +1), avec a S b, alors on a :

i- S(a) < S(t) < S(b),Vt €la,b| si a est pair.

ii- S(a+1) < S(t) < S(b),Vt €la+ 1,b] si a est impair.

iii- De méme S(a — 1) < S(t) < S(b),Vt €la — 1,b[ si a est impair.

% < S(t) < 3t2—+1 Donc
soit S(a) < S(t) < S(b), Vvt
Et V¢ €la+1,b[ on a : 2L

Démonstration. On a : 2 S T

a
2
b si a est pair.

< S(t) < 3L < 3 soit S(a+1) < S(t) <

S(b),Vt €]a+ 1,b[ si a est impair. (Voir Figure 1)

€la,
t
<3

O
- Sm @) S 1
Lemme 4. Si S"(z) # 1 Vn € N, alors fs Sm-1(x)_1) GR(Edt = 35 pour
Sm=1(z) impair.

Démonstration. En utilisant le lemme 3 deux cas se présentent :
Cas 1:Si S(S™ 1(x) — 1) est pair :

5(8™ (=) S(t) m— m— S(S(S™ 1 (z)—1))
fS(Sm 1(z)—1) (8™ z))z dt > (S(S™H(z)) — S(S™(z) — 1))W
)-

Or S(S™~ 1( ))—S(Sm= 1( 1) = Sm—l(x)_,'_% > Sm_l(x) ot S5 Y@)-1)

(5™ (x))?
sm—1(z)_1

~Siay)z» €t par suite (S(S™1(z)) — S(S™ Y(z) — 1))% >

m—1
(SS,,,L(S))z(l— S”'L}l(x)) > &( S,,L(g)) car S™~1(z) > 2 puisque S™ 1 (z) #£ 1.

PN T
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Et comme S™~!(z) est impair, alors S™(z) = % Et par suite %(“';7“771(””))2

S”L(:E)
%(%)2 >4
Cas 2 : Si S(S™ !(z) — 1) est impair :
(™! (@) m— m— S(S(S™ L(z)—1)+1
fS ety Tzt > (S(S™7 N () = S(S™ () — 1)) SEE U,

Or (5™ (2)) =S (5™ (a)—1) = 5™ L(z) 44 > ™ (z) et SEET DD+

(Snl (z))2
3(s™L(z)—1)+1

m—1 _ m—1 z)— . —
és(s(sm((?))zl)ﬂ > %S(fsm(i);z D z Gz et par suite (S(S™ Yx))—
m— S(S(S™ (x)— S™ 1 (x S™ 1 (x
S(S 1(:E) 1)) ( ((Sm(x())% 1)) Z %( Sm(é)))Q(l_ Sm}l(w)) Z %( Sm(x()))2 car

Sm=1(x) > 2 puisque S™ 1 (z) #£ 1.

Et comme S™~!(z) est impair, alors S™(z) = w Et par suite 2 (SST(IS))
32 yos 3
8(3+Sm+1<m)) = 32

D’ou le résultat.

O

Remarque 1. En prolongeant R par R =< R, 400, —0c0 > le plus petit anneau
contenant R , 400 et —00 . +00 et —oo sont considérés comme des nombres

et on peut effectuer dans R le méme calcul que dans R, en particulier on a :

1 X (—00) = —00,1 X (+00) = +00,a(—00) = —a(+0),a(+00) + b(+00) =
(a + b)(+00), a(+00) x b(+00) = (a x b)(+00)? , U2} = 2 V(a,b,c) €
R x R x R* . On peut méme aller plus loin : Par exemple : % = Oz m%dt et
IEIEOO Iy x—dt = lim (5 x [ tdt) = Igrfoo(x—lz) x lim Jo tdt = o X
fo tdt = W §(+oo)2 =1

En utilisant la remarque 1, on va montrer le corollaire 2 suivant :
Corollaire 2. Six € N*| et si 1 ¢ Og(x), alors card(Og(z)) < +00.

Démonstration. En effet, si card(Og(z)) = +oo alors 1" ensemble I = {m €
N, S™~1(z) est impair } est fini car sinon en utilisant le corollaire 1 et la re-

P i S™(x) _s(t) _ ; oo S(t)
marque 1 ona: 3 = SW(};I)E-FOO IN S dt = Sn(il)rg_wo In S dt =

S(S™TH@) __S@) S(smt 5(t)
Somer(ssm-1(oy 1) T dt) = Toner sm(aysne) Sssmos(oyo1) miapedt) 2
32 X % > 1 (d’apres le lemme 4), ce qui est absurde, et il s’en suit que
P = {m € N, S !(z) est pair } est fini. Donc card(Og(z)) # +o00, ce qui
est absurde.

O

>

>
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Lemme 5. Si S™(z) = x alors Vi € {0,...,n — 1}, il existe un unique couple
(Ap_i, Bn_i) tel que S" % (z) = Ap_ix + B avec Bp_;i + 1< A,y , A, =1
et B,, = 0. Et les A,,_; sont minimales.

De plus si 3i € {1,...,n — 2} tel que S"7*(z) = 25" =1} (2) = 2(4,__yz+
By, _{i-1y), alors By +1 5 Aj.

Enfin (A1, B1) = (3, 3)

Démonstration. - Ona A, =1,B, =0, et B, +1 < A,, . Montrons le résultat
par récurrence .

SiB, i+1<A, ;avec S" () = A,_;x + B,_; , alors , comme

Sn=i(x) = S(S"1H)(z) ,on a :

Soit S Uit (z) = 2(An_ix + Bh_i) = 24,_ix + 2B,_; = 25" (z) avec
2B,_i+15 24,

o on_1{i 2(Ap—i@4+Bn_i)=1 _ 24, 2Bn_i—1 2Bp_i—1
Soit §n— ittt (z) = (An ng IR T+ avec ~—z+— +1 <

2An_;
3

Dans le premier cas :
An—{i+1} =2A,_; et Bn—{i+1} =2B,_;

Et dans le deuxiéme cas :

2A, Bn_i—1
Anf{iJrl} = 3 et an{iJrl} = 3

- L’unicité se déduit de la minimalité

-SYz)=Ax+Br=3z+3 . Donc By = (2 — Az + 5 .

OrBi+1< A4 — (% —Al)x—&—% <A = % < Ay, done (41, Bq) = (%,%)
par minimalité.

O
Corollaire 3. iz € N\{0,1,2} alors S™(z) # x, Vn € N*

Démonstration. 1 cas : Sin >3

Si S"(z) = x alors du lemme 5, si 3i € {1,...,n—2} tel que S"7i(z) =

)
,ona By =1et A =3 (car S(z) =3 x2+3 ), maisonn’apas: Bi+15 4;
. Et si x est pair alors By = 0 et A1 = £ (car S(z) = £ ), mais on n’a pas :
Bi+1s 4

Donc Vi € {1,...,n—2}, S"¥(x) = M avec B,_; +1 < A, _;.
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Mais dans ce cas la récurrence impose que Vi € {1,...,n—2}, B,_; < 0 et
A S % pour ¢ > 2.

Pour i = 1, on aura : S"~}(z) < z et S"7!(z) = 221, En poursuivant comme

dans la preuve du lemme 5 on aura S*(z) = Ajz + By avec By +1 5 A; . Or
du lemme 5 S'(z) = 32+ 4 maisonapas By +135 A; .

On conclut donc que dans ce cas on ne peut pas avoir S™(z) = x.
2cas:Sin<2

Dans ce cas S"(z) =2 =z € {0, 1,2}

Preuve de la proposition 1 :

Démonstration. Si € N*, alors 1 € Og(z) : En effet le résultat est évident

pour z € {1,2}.

Si x € N\{0, 1,2}, du corollaire 2, si 1 ¢ Og(x) alors card(Og(z)) < +00. Donc

il existe un y € Og(x), tel que S™(y) = y avec y € N* (Facile & voir), or du

corollaire 3 y € {0,1,2} donc y € {1,2}, et 1 € Og(y). Et par suite 1 € Og(z).
O

Conclusion :

Les difficultés rencontrés pour démontrer la conjecture de Syracuse, en dépit de
I'application acharnée de méthodes mathématiques puissantes par des esprits
brillants a conduit certains chercheurs a se demander si la conjecture de Syra-
cuse est un probléme indécidable. D’autres, comme Paul Erdos qui a dit de la
dite conjecture [4] " les mathématiques ne sont pas encore prétes pour de tels
problémes " | pensaient que la preuve de cette conjecture ne rentre pas dans les
trajectoires mathématiques.

J’ai prouvé dans cet article que, comme les nombres qui ne peuvent pas s’échap-
per a la force Syracusienne et finiront par tomber sur le nombre 1, la preuve de
la conjecture Syracausienne elle aussi ne peut s’échapper a la force des mathé-
matiques contrairement a se que a dit Paul Erdos et d’autres [4] .
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