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Résumé

La formule du bin�me, établie par Isaa
 Newton, est d'une importan
e in
ontes-

table et trouve son usage dans de très nombreux domaines. Cette étude présente

une é
riture di�érente de la formule de Newton.



Chapitre 1

Une autre façon d'exprimer la

formule du bin�me de

Newton.

1.1 Objet du 
hapitre

La formule du bin�me peut être réé
rite. Cette nouvelle formulation permet

à son tour de pro
éder à d'autres 
al
uls qui mettent en éviden
e 
ertaines

propriétés que la formule originale ne permet pas de dégager.

1.2 Une autre formule.

Soit un entier naturel n donné, x et y étant deux nombres réels non nuls.

Dans tout 
e qui suit, 
et entier n est supposé supérieur ou égal à 3. Nous
pouvons é
rire

(x+ y)n − xn

(x+ y)− x
=

n−1
∑

j=0

(x+ y)
n−1−j

xj =
(x+ y)n − xn

y

et de même

(x+ y)n − yn

(x+ y)− y
=

n−1
∑

j=0

(x+ y)
n−1−j

yj =
(x+ y)n − yn

x

Sommons 
es deux quantités

(x+ y)
n
− xn

y
+

(x+ y)
n
− yn

x
=

n−1
∑

j=0

(x+ y)
n−1−j (

xj + yj
)

et nous obtenons la formule

(x+ y)
n+1

−
(

xn+1 + yn+1
)

= xy

n−1
∑

j=0

(x+ y)
n−1−j (

xj + yj
)
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que par 
ommodité nous é
rivons

(x+ y)
n
− (xn + yn) = xy

n−2
∑

j=0

(x+ y)
n−2−j (

xj + yj
)

(1.1)

La formule de Newton, que nous rappelons i
i

(x+ y)
n
=

n
∑

j=0

Cj
nx

n−jyj (1.2)

où

Cj
n =

n!

(n− j)!j!
(1.3)

permet don
 d'établir l'égalité

n−2
∑

j=0

(x+ y)
n−2−j (

xj + yj
)

=

n−1
∑

j=1

Cj
nx

n−j−1yj−1

soit �nalement

n−2
∑

j=0

(x+ y)
n−2−j (

xj + yj
)

=

n−2
∑

j=0

Cj+1
n xn−2−jyj

1.3 Etude de la nouvelle formule.

Posons

An (x, y) =
n−2
∑

j=0

(x+ y)n−2−j (

xj + yj
)

(1.4)

Remarquons tout d'abord que

n−2
∑

j=0

(x+ y)n−2−j (

xj + yj
)

=

p−2
∑

j=0

(x+ y)
n−2−j (

xj + yj
)

+

n−2
∑

j=p−1

(x+ y)
n−2−j (

xj + yj
)

ave
 p ∈ N
∗
et p < n, soit en
ore

n−2
∑

j=0

(x+ y)
n−2−j (

xj + yj
)

=

p−2
∑

j=0

(x+ y)
(n−p)+(p−2−j) (

xj + yj
)

+
n−2
∑

j=p−1

(x+ y)n−2−(j−(p−1)+p−1)
(

xj−(p−1)+p−1 + yj−(p−1)+p−1
)

2



et

n−2
∑

j=0

(x+ y)
n−2−j (

xj + yj
)

=

(x+ y)n−p

p−2
∑

j=0

(x+ y)p−2−j (

xj + yj
)

+

n−2−(p−1)
∑

j=0

(x+ y)
n−2−(j+p−1) (

xj+p−1 + yj+p−1
)

et

n−2
∑

j=0

(x+ y)
n−2−j (

xj + yj
)

=

(x+ y)
n−p

p−2
∑

j=0

(x+ y)
p−2−j (

xj + yj
)

+

n−2−(p−1)
∑

j=0

(x+ y)n−p−1−j (

xj+p−1 + yj+p−1
)

et en�n

An (x, y) = (x+ y)
n−p

Ap (x, y)

+

n−2−(p−1)
∑

j=0

(x+ y)
n−p−1−j (

xj+p−1 + yj+p−1
)

Considérons maintenant le 
as où n = p+ 1, alors

Ap+1 (x, y) = (x+ y)Ap (x, y) +

0
∑

j=0

(x+ y)
−j (

xj+p−1 + yj+p−1
)

soit en
ore

Ap+1 (x, y) = (x+ y)Ap (x, y) +
(

xp−1 + yp−1
)

mais

xp−1 + yp−1 = (x+ y)
p−1

− xyAp−1 (x, y)

et don


Ap+1 (x, y) = (x+ y)Ap (x, y) + (x+ y)
p−1

− xyAp−1 (x, y) (1.5)
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Con
entrons nous maintenant plus parti
ulièrement sur An (x, y) et développons

ette quantité à partir de la formule 1.4 en page 2. Il vient

An (x, y) = 3 (x+ y)
n−2

+

n−4
∑

j=0

(x+ y)
n−4−j (

xj+2 + yj+2
)

= 3 (x+ y)
n−2

+
(

x2 + y2
)n−4

+

n−5
∑

j=0

(x+ y)
n−5−j (

xj+3 + yj+3
)

= 3 (x+ y)n−2 + (x+ y)n−2 − 2xy (x+ y)n−4 +
n−5
∑

j=0

(x+ y)n−5−j (

xj+3 + yj+3
)

= 4 (x+ y)
n−2

− 2xy (x+ y)
n−4

+

n−5
∑

j=0

(x+ y)
n−5−j (

xj+3 + yj+3
)

En poursuivant les 
al
uls de 
ette manière, nous obtenons

An (x, y) = 5 (x+ y)
n−2

− 5xy (x+ y)
n−4

+

n−6
∑

j=0

(x+ y)
n−6−j (

xj+4 + yj+4
)

An (x, y) = 6 (x+ y)
n−2

− 9xy (x+ y)
n−4

+ 2x2y2 (x+ y)
n−6

+
n−7
∑

j=0

(x+ y)n−7−j (

xj+5 + yj+5
)

An (x, y) = 7 (x+ y)
n−2

− 14xy (x+ y)
n−4

+ 7x2y2 (x+ y)
n−6

+

n−8
∑

j=0

(x+ y)
n−8−j (

xj+6 + yj+6
)

An (x, y) = 8 (x+ y)
n−2

−20xy (x+ y)
n−4

+16x2y2 (x+ y)
n−6

−2x3y3 (x+ y)
n−8

+

n−9
∑

j=0

(x+ y)n−9−j (

xj+7 + yj+7
)

An (x, y) = 9 (x+ y)
n−2

−27xy (x+ y)
n−4

+30x2y2 (x+ y)
n−6

−9x3y3 (x+ y)
n−8

+

n−10
∑

j=0

(x+ y)
n−10−j (

xj+8 + yj+8
)

An (x, y) = 10 (x+ y)
n−2

−35xy (x+ y)
n−4

+50x2y2 (x+ y)
n−6

−25x3y3 (x+ y)
n−8

+ 2x4y4 (x+ y)
n−10

+
n−11
∑

j=0

(x+ y)n−11−j (

xj+9 + yj+9
)
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An (x, y) = 11 (x+ y)n−2−44xy (x+ y)n−4+77x2y2 (x+ y)n−6−55x3y3 (x+ y)n−8

+ 11x4y4 (x+ y)
n−10

+

n−12
∑

j=0

(x+ y)n−12−j (

xj+10 + yj+10
)

Il est bien sur possible de pousser 
es 
al
uls aussi loin que nous le désirons. En

donnant à n les valeurs 3, 4, 5, 6,..., nous en déduisons les nouveaux développe-

ments respe
tifs de A3 (x, y), A4 (x, y), A5 (x, y), A6 (x, y), et
.

Supposons à présent les formules suivantes respe
tivement vraies jusqu'aux

rangs 2k et 2k + 1, ave
 k ∈ N
∗

A2k (x, y) =
k−1
∑

j=0

D
j
2k (−1)j (xy)j (x+ y)2(k−1−j)

(1.6)

A2k+1 (x, y) = (x+ y)

k−1
∑

j=0

D
j
2k+1 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−j)
(1.7)

Les 
oe�
ients D
j
2k et D

j
2k+1 sont si possible à expli
iter (et le seront en e�et

par la suite).

Reprenons l�equation 1.5 page 3 et réé
rivons la sous la forme

A2k+2 (x, y) = (x+ y)A2k+1 (x, y) + (x+ y)
2k

− xyA2k (x, y)

Expli
itons maintenant 
ette relation

A2k+2 (x, y) = (x+ y)
2
k−1
∑

j=0

D
j
2k+1 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−j)

+ (x+ y)
2k

− xy

k−1
∑

j=0

D
j
2k (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−j)

⇐⇒

A2k+2 (x, y) = (x+ y)
2
k−1
∑

j=0

D
j
2k+1 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−j)

+ (x+ y)
2k

+

k−1
∑

j=0

D
j
2k (−1)

j+1
(xy)

j+1
(x+ y)

2(k−1−j)
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Poursuivons nos 
al
uls. Nous obtenons de façon équivalente

A2k+2 (x, y) =
k−1
∑

j=0

D
j
2k+1 (−1)j (xy)j (x+ y)2(k−j)

+ (x+ y)2k

+

k−1
∑

j=0

D
j
2k (−1)

j+1
(xy)

j+1
(x+ y)

2(k−1−j)

⇐⇒

A2k+2 (x, y) =

k−1
∑

j=0

D
j
2k+1 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−j)

+ (x+ y)
2k

+

k
∑

j=1

D
j−1
2k (−1)j (xy)j (x+ y)2(k−j)

⇐⇒

A2k+2 (x, y) =
k−1
∑

j=1

(

D
j
2k+1 +D

j−1
2k

)

(−1)j (xy)j (x+ y)2(k−j)

+D0
2k+1 (x+ y)

2k
+ (x+ y)

2k
+Dk−1

2k (xy)
k

et nous pouvons é
rire

A2k+2 (x.y) =

k
∑

j=0

D
j
2k+2 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−j)

ave


D0
2k+2 = D0

2k+1 + 1

Dk
2k+2 = Dk−1

2k

et

(∀j ∈ N) (1 ≤ j ≤ k − 1)
(

D
j
2k+2 = D

j
2k+1 +D

j−1
2k

)

De la même manière, nous avons

A2k+3 (x, y) = (x+ y)A2k+2 (x, y) + (x+ y)
2k

− xyA2k+1 (x, y)

Expli
itons

A2k+3 (x, y) = (x+ y)

k
∑

j=0

D
j
2k+2 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−j)

+ (x+ y)
2k+1

− xy (x+ y)
k−1
∑

j=0

D
j
2k+1 (−1)j (xy)j (x+ y)2(k−1−j)
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d'où

A2k+3 (x, y) =

k
∑

j=0

D
j
2k+2 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−j)+1

+ (x+ y)
2k+1

+
k−1
∑

j=0

D
j
2k+1 (−1)j+1 (xy)j+1 (x+ y)2(k−1−j)+1


e qui équivaut à

A2k+3 (x, y) = (x+ y)
2k+1

+
k
∑

j=0

D
j
2k+2 (−1)j (xy)j (x+ y)2(k−j)+1

+

k−1
∑

j=1

D
j−1
2k+1 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−j)+1

et aussi

A2k+3 (x, y) =
(

D0
2k+2 + 1

)

(x+ y)2k+1

+

k
∑

j=1

(

D
j
2k+2 +D

j−1
2k+1

)

(−1)
j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−j)+1

et nous pouvons en�n é
rire

A2k+3 (x, y) = (x+ y)

k
∑

j=0

D
j
2k+2 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−j)

ave


D0
2k+2 = D0

2k+1 + 1

et

(∀j ∈ N) (1 ≤ j ≤ k)
(

D
j
2k+3 = D

j
2k+2 +D

j−1
2k+1

)

Ce
i termine notre raisonnement par ré
urren
e et nous pouvons é
rire en guise

de 
on
lusion

(∀k ∈ N
∗)



A2k =

k−1
∑

j=0

D
j
2k (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−j)





(1.8)

ave


D0
2k = D0

2k−1 + 1 ⇐⇒ D0
2k = 2k (1.9)

et

Dk−1
2k = Dk−2

2k−2 = · · · = D1
4 = 2 (1.10)
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et

(∀j ∈ N) (1 ≤ j ≤ k − 1)
(

D
j
2k = D

j
2k−1 +D

j−1
2k−2

)

(1.11)

et de même

(∀k ∈ N
∗)



A2k+1 = (x+ y)

k−1
∑

j=0

D
j
2k+1 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−j)





(1.12)

ave


D0
2k+1 = D0

2k + 1 ⇐⇒ D0
2k = 2k + 1 (1.13)

et

(∀j ∈ N) (1 ≤ j ≤ k)
(

D
j
2k+1 = D

j
2k +D

j−1
2k−1

)

(1.14)

1.4 Valeurs prises par les 
oe�
ientsD
j
h où (h ∈ N)

et (h ≥ 3)

Nous avons, ainsi que nous venons de l'établir

(∀h ∈ N) (h ≥ 3)
(

D0
h = h

)

Prenons à présent j = 1. Nous avons

D1
h = D1

h−1 +D0
h−2

Nous pouvons don
 é
rire

D1
h = D1

h−1 +D0
h−2

D1
h−1 = D1

h−2 +D0
h−3

· · ·

· · ·

· · ·

D1
5 = D1

4 +D0
3











































=⇒ D1
h =

h−5
∑

j=0

D0
h−2−j +D1

4

Or

D0
h−2−j = h− 2− j

et, d'après la relation 1.10 établie page 7

D1
4 = 2

d'où il vient

D1
h =

h−5
∑

j=0

(h− 2− j) + 2 = ((h− 2) + (h− 3) + (h− 4) + · · ·+ 3) + 2

et don


2D1
h = h (h+ 3)

et �nalement

(∀h ∈ N
∗) (h ≥ 3)

(

D1
h =

h (h− 3)

2

)

(1.15)
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Clairement

(∀h ∈ N
∗) (h ≥ 3)

(

D1
h ∈ N

)

Par des 
al
uls analogues, nous trouvons pour tout entier h ≥ 3

D2
h =

h (h− 4) (h− 5)

6
(1.16)

D3
h =

h (h− 5) (h− 6) (h− 7)

24
(1.17)

Là également

(∀h ∈ N
∗) (h ≥ 3)

(

D2
h ∈ N

)

(∀h ∈ N
∗) (h ≥ 3)

(

D3
h ∈ N

)

Nous remarquons alors que les relations 1.11 et 1.14 établies page 8 ainsi que


elles (voir relations 1.15, 1.16 et 1.17) établies pages 8 et 9 nous permettent

d'a�rmer

(∀h ∈ N
∗) (h ≥ 3)

(

∀j ∈

{

0, 1, · · · ,
h− 4

2

})

(

D
j
h ∈ N

)

Supposons maintenant, h étant 
hoisi pair et pour tout j ∈
{

0, 1, · · · , h−2
2

}

la

formule

D
j
h =

h (h− (j + 2))!

(j + 1)! (h− 2 (j + 1))!
(1.18)

vraie jusqu'au rang h, pour tout entier pair inférieur ou égal à h.

Supposons aussi vraie pour tout j ∈
{

0, 1, · · · , h−4
2

}

, jusqu'au rang h− 1, pour
tout entier impair inférieur ou égal à h− 1, la formule

D
j
h−1 =

(h− 1) ((h− 1)− (j + 2))!

(j + 1)! ((h− 1)− 2 (j + 1))!
(1.19)

alors

D
j−1
h−1 =

(h− 1) (h− 1− (j + 1)!)

j! (h− 1− 2j)!
=

(h− 1) (h− (j + 2)!)

j! (h− 1− 2j)!
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La relation 1.11 établie page 8 nous permet d'é
rire

D
j
h+1 =

h (h− (j + 2))!

(j + 1)! (h− 2 (j + 1))!
+

(h− 1) (h− (j + 2))!

j! (h− 1− 2j)!

⇐⇒

D
j
h+1 =

(h− (j + 2))!

j!

(

h

(j + 1) (h− 2 (j + 1))!
+

(h− 1)

(h− 1− 2j)!

)

⇐⇒

D
j
h+1 =

(h− (j + 2))!

j!

(

h (h− 1− 2j) + (h− 1) (j + 1)

(h− 1− 2j)! (j + 1)

)

⇐⇒

D
j
h+1 =

(h− (j + 2))!

(j + 1)! (h− 1− 2j)!
(h (h− 1)− 2jh+ (h− 1) j + (h− 1))

⇐⇒

D
j
h+1 =

(h− (j + 2))!

(j + 1)! (h− 1− 2j)!

(

h2 − 1− (h+ 1) j
)

et en�n

D
j
h+1 =

(h− (j + 2))!

(j + 1)! (h− 1− 2j)!
(h+ 1) (h− 1− j)

Nous pouvons don
 é
rire

D
j
h+1 =

(h+ 1) (h− (j + 1))!

(j + 1)! (h+ 1− 2 (j + 1))!
(1.20)

Nous mènerions les 
al
uls de la même manière en supposant h impair.

Nous véri�ons que

(∀h ∈ N
∗) (h ≥ 3)

(

D0
h = h

)

et, en notant 2N l'ensemble des entiers pairs

(∀h = 2k ∈ 2N∗) (h ≥ 4)
(

Dk−1
2k = 2

)

Nous avons don
 établi au terme de 
e raisonnement par ré
urren
e

(∀k ∈ N
∗) (∀j ∈ {0, 1, 2, · · · , k − 1})

(

D
j
2k+1 =

(2k + 1) (2k − (j + 1))!

(j + 1)! (2k + 1− 2 (j + 1))!

)

(

D
j

2(k+1) =
2 (k + 1) (2 (k + 1)− 1− (j + 1))!

(j + 1)! (2 (k + 1)− 2 (j + 1))!

)

(1.21)

Remarquons que pour tout entier h

h− 2 (j + 1) + (j + 1) = h− (j + 1)

Nous pouvons don
 é
rire

D
j
h =

h (h− (j + 1))!

(h− (j + 1)) (j + 1)! (h− 2 (j + 1))!

et aussi

D
j
h =

h

h− (j + 1)
C

j+1
h−(j+1)
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1.5 Etude sur les 
oe�
ients D
j
h

Pour les entiers h = 2k + 1 impairs qui suivent, nous véri�ons par le 
al
ul

les relations

k = 1 ⇐⇒ h = 2k + 1 = 3

D0
3 = 3C0

0

k = 2 ⇐⇒ h = 2k + 1 = 5

D0
5 = 5C0

1

D1
5 = 5C1

1

k = 3 ⇐⇒ h = 2k + 1 = 7

D0
7 = 7C0

2

D1
7 = 7C1

2

D2
7 = 7C2

2

k = 4 ⇐⇒ h = 2k + 1 = 9

D0
9 = 9C0

3

D1
9 = 9C1

3

D2
9 = 9C2

3 + 3C0
0

D1
9 = 9C3

3

k = 5 ⇐⇒ h = 2k + 1 = 11

D0
11 = 11C0

4

D1
11 = 11C1

4

D2
11 = 11

(

C2
4 + C0

1

)

D3
11 = 11

(

C3
4 + C1

1

)

D4
11 = 11C4

4

k = 6 ⇐⇒ h = 2k + 1 = 13

D0
13 = 13C0

5

D1
13 = 13C1

5

D2
13 = 13

(

C2
5 + 2C0

2

)

D3
13 = 13

(

C3
5 + 2C1

2

)

D4
13 = 13

(

C4
5 + 2C2

2

)

D5
13 = 13C5

5
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k = 7 ⇐⇒ h = 2k + 1 = 15

D0
15 = 15C0

6

D1
15 = 15C1

6

D2
15 = 15

(

C2
6 + 3C0

3

)

D3
15 = 15

(

C3
6 + 3C1

3

)

D4
15 = 15

(

C4
6 + 3C2

3 + 3C0
0

)

D5
15 = 15

(

C5
6 + 3C3

3

)

D6
15 = 15C6

6

k = 8 ⇐⇒ h = 2k + 1 = 17

D0
17 = 17C0

7

D1
17 = 17C1

7

D2
17 = 17

(

C2
7 + 5C0

4

)

D3
17 = 17

(

C3
7 + 5C1

4

)

D4
17 = 17

(

C4
7 + 5C2

4 + C0
0

)

D5
17 = 17

(

C5
7 + 5C3

4 + C1
1

)

D6
17 = 17

(

C6
7 + 5C4

4

)

D7
17 = 17C7

7

k = 9 ⇐⇒ h = 2k + 1 = 19

D0
19 = 19C0

8

D1
19 = 19C1

8

D2
19 = 19

(

C2
8 + 7C0

5

)

D3
19 = 19

(

C3
8 + 7C1

5

)

D4
19 = 19

(

C4
8 + 7C2

5 + 3C0
2

)

D5
19 = 19

(

C5
8 + 7C3

5 + 3C1
2

)

D5
19 = 19

(

C6
8 + 7C4

5 + 2C2
2

)

D6
19 = 19

(

C7
8 + 7C5

5

)

D8
19 = 19C8

8
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k = 10 ⇐⇒ h = 2k + 1 = 21

D0
21 = 21C0

9

D1
21 = 21C1

9

D2
21 = 21

(

C2
9 + 19C0

6

)

D3
21 = 21

(

C3
9 + 19C1

6

)

D4
21 = 21

(

C4
9 + 19C2

6 + 14C0
3

)

D5
21 = 21

(

C5
9 + 19C3

6 + 14C1
3

)

D6
21 = 21

(

C6
9 + 19C4

6 + 14C2
3 + 3C0

0

)

D7
21 = 21

(

C7
9 + 19C5

6 + 14C3
3

)

D8
21 = 21

(

C7
9 + 19C6

6

)

D9
21 = 21C9

9

Nous sommes amenés à supposer que pour tout entier 2k + 1 impair, supérieur

ou égal à 3, 
haque 
oe�
ient D
j
2k+1 peut s'exprimer 
omme suit

D
j
2k+1 =

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2k+1C

j−2l
k−1−2l

Pour démontrer la validité de 
ette formule pour tout entier k non nul, nous

allons 
her
her à expli
iter, dans la mesure du possible, le 
oe�
ients F l
2k+1 en

fon
tion de k et de l.

Pour une entier k quel
onque, nous véri�ons les relations

D0
2k+1 = (2k + 1)C0

k−1

D1
2k+1 = (2k + 1)C1

k−1

Nous pouvons toujours é
rire ave
 k ≥ 4

D2
2k+1 = (2k + 1)C2

k−1 +
(

D2
2k+1 − (2k + 1)C2

k−1

)

C0
k−4

Mais, en a

ord ave
 les relations 1.3 et 1.21 établies pages 2 et 10

D2
2k+1 − (2k + 1)C2

k−1 = (2k + 1)

(

(2k − 3)!

3! (2k + 1− 6)!
−

(k − 1)!

2! (k − 3)!

)

soit

D2
2k+1 − (2k + 1)C2

k−1 = (2k + 1)

(

(2k − 3)!

3! (2k − 5)!
−

(k − 1)!

2! (k − 3)!

)

et

D2
2k+1 − (2k + 1)C2

k−1 = (2k + 1)

(

(2k − 3) (2k − 4)

3!
−

(k − 1) (k − 2)

2!

)

et

D2
2k+1 − (2k + 1)C2

k−1 = (2k + 1)

(

(2k − 3) (k − 2)

3
−

(k − 1) (k − 2)

2

)

13



soit en
ore

D2
2k+1 − (2k + 1)C2

k−1 = (2k + 1)

(

2 (2k − 3) (k − 2)− 3 (k − 1) (k − 2)

6

)

et en�n

D2
2k+1 − (2k + 1)C2

k−1 =
(2k + 1) (k − 2) (k − 3)

6

Nous posons

F 1
2k+1 = D2

2k+1 − (2k + 1)C2
k−1 =

(2k + 1) (k − 2) (k − 3)

3!

De la même façon, nous trouverions

D3
2k+1 = (2k + 1)

(

C3
k−1 + F 1

2k+1C
1
k−4

)

et

D4
2k+1 = (2k + 1)

(

C4
k−1 + F 1

2k+1C
2
k−4 + F 2

2k+1C
0
k−7

)


e qui nous donne

F 2
2k+1 =

((

D4
2k+1 − (2k + 1)C4

k−1

)

−
(

D2
2k+1 − (2k + 1)C2

k−1

)

C2
k−4

)

Par des 
al
uls similaires aux pré
édents, les 
oe�
ients D
j
2k+1 et Cl

k−j étant

expli
ités, nous trouvons

F 2
2k+1 =

(2k + 1) (k − 3) (k − 4) (k − 5) (k − 6)

5!

Nous sommes alors amenés à supposer vraie, pour tout entier naturel k ≥ 1,
l'égalité

F l
2k+1 =

(2k + 1) (k − 1− l)!

(2l + 1)! (k − 1− 3l)!
(1.22)

ave
 l'entier naturel l tel que

0 ≤ l ≤ ⌊
k

3
⌋

Nous e�e
tuons maintenant la di�éren
e des 
oe�
ents F l
2k+1 et F l

2k−1

F l
2k+1 − F l

2k−1 =
(2k + 1) (k − 1− l)!

(2l + 1)! (k − 1− 3l)!
−

(2k − 1) (k − 2− l)!

(2l+ 1)! (k − 2− 3l)!

Il vient

F l
2k+1−F l

2k−1 =
(k − 2− l)!

(2l + 1)! (k − 2− 3l)!

(

(2k + 1) (k − 1− l)− (2k − 1) (k − 1− 3l)

(k − 1− 3l)

)

et

F l
2k+1−F l

2k−1 =
(k − 2− l)!

(2l + 1)! (k − 1− 3l)!
((2k + 1) (k − 1− l)− (2k − 1) (k − 1− 3l))

soit en
ore

F l
2k+1 − F l

2k−1 =
(k − 2− l)!

(2l+ 1)! (k − 1− 3l)!
(2 (2l+ 1) (k − 1))
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et �nalement

F l
2k+1 − F l

2k−1 =
2 (k − 1) (k − 2− l)!

(2l)! (k − 1− 3l)!
(1.23)

Montrons maintenant par ré
urren
e l'existen
e de la relation

(∀k ∈ N
∗) (k ≥ 1) (∀j ∈ N) (0 ≤ j ≤ k − 1)



D
j
2k+1 =

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2k+1C

j−2l
k−1−3l





où 
haque 
oe�
ient F l
2k+1 s'exprime par la formule 1.22 établie page 14.

Supposons vraie jusqu'au rang 2k − 1, pour tout entier naturel j ≤ k − 2,
la relation

D
j
2k−1 =

⌊ k−1

3
⌋

∑

l=0

F l
2k−1C

j−2l
k−2−3l

ave


F l
2k−1 =

(2k − 1) (k − 2− l)!

(2l+ 1)! (k − 2− 3l)!

Nous e�e
tuons à présent

D
j
2k−1 −D

j−1
2k−3 = D

j
2k−2

soit en
ore

D
j
2k−2 =

⌊ k−1

3
⌋

∑

l=0

F l
2k−1C

j−2l
k−2−3l −

⌊ k−2

3
⌋

∑

l=0

F l
2k−3C

j−2l−1
k−3−2l

Deux 
as se présentent alors.

Cas 1 : ⌊k−1

3
⌋ = ⌊k−2

3
⌋ = m

Ce 
as équivaut à k ≡ 0 (3) ou k ≡ 2 (3).

Rappelons que

(

C
j−2l
k−2−3l = C

j−2l−1
k−3−3l + C

j−2l
k−3−3l

)

⇐⇒
(

C
j−2l−1
k−3−3l = C

j−2l
k−2−3l − C

j−2l
k−3−3l

)

Nous avons alors

D
j
2k−2 =

m
∑

l=0

(

F l
2k−1C

j−2l
k−2−3l − F l

2k−3C
j−2l−1
k−3−3l

)


e qui équivaut à

D
j
2k−2 =

m
∑

l=0

(

F l
2k−1C

j−2l
k−2−3l − F l

2k−3

(

C
j−2l
k−2−3l − C

j−2l
k−3−3l

))

et

D
j
2k−2 =

m
∑

l=0

(

(

F l
2k−1 − F l

2k−3

)

C
j−2l
k−2−3l + F l

2k−3C
j−2l
k−3−3l

)

(1.24)

ave
 m = ⌊k−1
3 ⌋ = ⌊k−2

3 ⌋
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Cas 2 : ⌊k−1

3
⌋ = ⌊k−2

3
⌋ + 1 = m+ 1

Ce 
as équivaut à k ≡ 1 (3).

Nous avons alors

D
j
2k−2 = Fm+1

2k−1C
j−2(m+1)
k−2−3(m+1)+

m
∑

l=0

(

(
(

F l
2k−1 − F l

2k−3

)

C
j−2l
k−2−3l + F l

2k−3C
j−2l
k−3−2l

)

or

(k − 1 = 3m+ 1) ⇐⇒ (k − 2 < 3m+ 1 < 3 (m+ 1))

et don


D
j
2k−2 =

m
∑

l=0

(

(
(

F l
2k−1 − F l

2k−3

)

C
j−2l
k−2−3l + F l

2k−3C
j−2l
k−3−2l

)

(1.25)

ave
 m = ⌊k−1
3 ⌋ − 1 = ⌊k−2

3 ⌋.

Ces deux 
as étant revus, nous remarquons alors que pour 
ha
un d'eux

m
∑

l=0

F l
2k−3C

j−2l
k−3−3l = D

j
2k−3

d'où il vient

D
j
2k−2 −D

j
2k−3 = D

j−1
2k−4

et �nalement nous obtenons l'égalité

D
j−1
2k−4 =

⌊ k−2

3
⌋

∑

l=0

F l
2k−4C

j−2l
k−2−3l (1.26)

ave
, en a

ord ave
 la relation 1.23 établie page 15

F l
2k−4 = F l

2k−1 − F l
2k−3

Il nous reste à établir la validité de l'égalité 1.26 lorsque k ≥ 4 dé
rit N. Nous

nous assurons d'abord par un 
al
ul simple qu'elle est en e�et véri�ée lorsque

k prend su

essivement les valeurs 4, 5 et 6 · · · , alors que j dé
rit son intervalle

de dé�nition.

Nous supposons alors que 
ette égalité est véri�ée jusqu'au rang 2k, pour tout
j ≤ (k − 1), soit

D
j
2k =

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2kC

j+1−2l
k−3l

Nous pouvons remarquer que les 
al
uls faits pour aboutir à la formule donnant

D
j
h=2k en fon
tion des 
oe�
ients F l

2k et des 
oe�
ients du bin�me C
j+1−2l
k−3l

sont généralisables à une valeur quel
onque de h dans N. Il nous su�t d'établir

la relation de ré
urren
e sur les 
oe�
ients d'indi
es h impairs pour obtenir un

r'esultat valable quelque soit la parité de 
et indi
e h.
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En reprenant l'hypothèse de départ, portant sur les 
oe�
ients d'indi
es im-

pairs, et en utilisant 
e que nous venons d'établir, nous véri�ons

D
j
2k+1 = D

j
2k +D

j−1
2k−1

ave


D
j
2k =

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2kC

j+1−2l
k−3l

et

D
j−1
2k−1 =

⌊ k−1

3
⌋

∑

l=0

F l
2k−1C

j−2l
k−2−3l

D'après le 
al
uls que nous venons d'e�e
tuer pages 15 et 16, nous avons

D
j
2k =

⌊ k

3
⌋=m
∑

l=0

F l
2k−2C

j−2l
k−1−3l + F l

2k−1C
j−2l
k−2−3l

⇐⇒ D
j
2k =

⌊ k

3
⌋=m
∑

l=0

(

F l
2k+1 − F l

2k−1

)

C
j−2l
k−1−3l + F l

2k−1C
j−2l
k−2−3l

⇐⇒ D
j
2k =

⌊ k

3
⌋=m
∑

l=0

F l
2k+1C

j−2l
k−1−3l −

⌊ k

3
⌋=m
∑

l=0

F l
2k−1C

j−2l−1
k−1−3l

⇐⇒ D
j
2k = D

j
2k+1 −D

j−1
2k−1

Ce résulat est bien en a

ord ave
 l'égalité 1.14 établie page 8.

Connaissant F l
2k−2 et F l

2k−1, exprimés en fon
tion de l et de k, nous pouvons


al
uler F l
2k+1, en allant en sens inverse du 
al
ul nous ayant donné F l

2k−2 puis

F l
2k−4. Nous trouvons don


D
j
2k+1 =

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2k+1C

j−2l
k−1−3l

ave


F l
2k+1 =

(2k + 1) (k − 1− l)!

(2l + 1)! (k − 1− 3l)!

La relation de ré
urren
e est don
 établie pour tous les 
oe�
ients D
j
h d'indi
e

h pair ou impair.

Ré
apitulons maintenant l'ensemble des résultats obtenus au 
ours des pages

pré
édentes (voir équations 1.8 et 1.12 page 7)

(∀n ∈ N) (n ≥ 3)



(xn + yn) = xn + yn + xy

n−2
∑

j=1

An (x, y)





ave
 pour n = 2k (voir équation 1.8 page 7)

A2k (x, y) =

k−1
∑

j=0

D
j
2k (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−j)
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et

(∀k ∈ N
∗) (k > 1) (∀j ∈ N) (j ≤ k − 1)



D
j
2k =

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2kC

j+1−2l
k−3l





et

F l
2k =

2k (k − 1− l)!

(2l)! (k − 3l)!

et pour n = 2k + 1 (voir équation 1.12 page 8)

A2k+1 (x, y) = (x+ y)

k−1
∑

j=0

D
j
2k+1 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−j)

et

(∀k ∈ N
∗) (∀j ∈ N) (j ≤ k − 1)



D
j
2k+1 =

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2k+1C

j−2l
k−1−3l





et

F l
2k+1 =

(2k + 1) (k − 1− l)!

(2l + 1)! (k − 1− 3l)!

1.6 Etude de A2k+1 (x, y) où k ∈ N
∗

Nous allons voir dans 
e paragraphe qu'il est possible de poursuivre la fa
-

torisation de la quantité A2k+1 (x, y) En utilisant les derniers résultats, nous

pouvons é
rire

A2k+1 (x, y) =
k−1
∑

j=0

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2k+1C

j−2l
k−1−3l (−1)j (xy)j (x+ y)2(k−1−j)

Nous avons alors, pour 
haque k, et pour tout j et tout l

F l
2k+1C

j−2l
k−1−3l (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−l)

= F l
2k+1C

j−2l
k−1−3l (−1)

j−2l+2l
(xy)

j−2l+2l
(x+ y)

2(k−1−3l+3l−(j−2l)−2l)

=
(

F l
2k+1C

j−2l
k−1−3l (−1)

j−2l
(xy)

j−2l
(x+ y)

2(k−1−3l−(j−2l))
)

(−1)
2l
(xy)

2l
(x+ y)

2l

A2k+1 (x.y) peut don
 s'é
rire de la façon suivante

A2k+1 (x.y)

= (x+ y)

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2k+1 (−1)2l (x+ y)2j

k−1
∑

j=0

C
j−2l
k−1−3l (−1)

j−2l
(xy)

j−2l
(x+ y)

2(k−1−3l−(j−2l))
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Si j varie de 0 à k−1, alors j−2l varie de 0 à k−1−2l, et 
omme né
essairement

j − 2l ≤ k − 1− 3l

nous obtenons

A2k+1 (x.y)

= (x+ y)

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2k+1 (−1)

2l
(x+ y)

2j
k−1−3l
∑

j=0

C
j
k−1−3l (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−3l−j)

mais

k−1−3l
∑

j=0

C
j
k−1−3l (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−3l−j)

=
(

(x+ y)
2
− xy

)k−1−3l

=
(

x2 + xy + y2
)k−1−3l

et �nalement

A2k+1 (x.y) = (x+ y)

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2k+1 (−1)2l (x+ y)2j

(

x2 + xy + y2
)k−1−3l

Si de plus, nous supposons que 2k+1 est un entier premier stri
tement supérieur

à 3, alors
(2k + 1 6≡ 0 (3)) ⇐⇒ (k 6≡ 1 (3))

Par 
onséquent, k − 1 − 3l ne s'annule pour au
une valeur de l et A2k+1 (x, y)
est divisible par

(

x2 + xy + y2
)

.

Finalement, en notant P l'ensemble des nombres premiers, pour tout n ∈ P −
{2, 3}

An (x, y) =

(x+ y)
(

x2 + xy + y2
)

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2k+1 (−1)

2l
(x+ y)

2j (
x2 + xy + y2

)k−2−3l
(1.27)

1.7 Di�érentes expressions de la formule du bi-

n�me.

Nous arrivons à la �n de 
ette étude, dont le but était de reformuler la

formule du bin�me. Ainsi que présenté (voir équation 1.2 en page 2) et établi
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(voir équation 1.1 en page 2), nous avons

(x+ y)
n
=

n
∑

j=0

Cj
nx

n−jyj

= xn + yn +

n−1
∑

j=1

Cj
nx

n−jyj

= xn + yn + xy

n−2
∑

j=0

Cj+1
n xn−2−jyj

= xn + yn + xy

n−2
∑

j=0

(x+ y)
n−2−j (

xj + yj
)

De plus, selon que l'entier n est pair,impair ou premier impair, la formule du

bin�me peut également être expli
itée 
omme suit

n = 2k pair

(x+ y)2k = x2k + y2k + xy

k−1
∑

j=0

D
j
2k (−1)j (xy)j (x+ y)2(k−1−j)

ave


D
j
2k =

2k (2k − 1− (j + 1))!

(j + 1)! (2k − 2 (j + 1))!

ainsi qu'établi plus haut (voir équation 1.8 page 7).

n = 2k + 1 impair

(x+ y)
2k+1

= x2k+1 + y2k+1 + xy (x+ y)

k−1
∑

j=0

D
j
2k+1 (−1)

j
(xy)

j
(x+ y)

2(k−1−j)

ave


D
j
2k+1 =

(2k + 1) (2k − (j + 1))!

(j + 1)! (2k + 1− 2 (j + 1))!

ainsi qu'établi plus haut (voir équation 1.12 en page 8).

n > 3 premier

(x+ y)
n
= xn + yn

+

xy (x+ y)
(

x2 + xy + y2
)

⌊ k

3
⌋

∑

l=0

F l
2k+1 (−1)2l (x+ y)2j

(

x2 + xy + y2
)k−2−3l

(1.28)

ave


F l
2k+1 =

(2k + 1) (k − 1− l)!

(2l + 1)! (k − 1− 3l)!

ainsi qu'établi plus haut (voir équation 1.27 en page 19).

L'exposé de 
es résultats termine 
ette étude.
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