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Résumé

La formule du binéme, établie par Isaac Newton, est d’une importance incontes-
table et trouve son usage dans de trés nombreux domaines. Cette étude présente
une écriture différente de la formule de Newton.



Chapitre 1

Une autre facon d’exprimer la
formule du binéme de
Newton.

1.1 Objet du chapitre

La formule du bindéme peut étre réécrite. Cette nouvelle formulation permet
a son tour de procéder & d’autres calculs qui mettent en évidence certaines
propriétés que la formule originale ne permet pas de dégager.

1.2 Une autre formule.

Soit un entier naturel n donné, z et y étant deux nombres réels non nuls.
Dans tout ce qui suit, cet entier n est supposé supérieur ou égal & 3. Nous
pouvons écrire

n n—1 n
(z+y)" —a" n-1i-j j _(x+y)" —a"
S — T+ e L —
(z+y)—a z:(:)( Y) y

et de méme

n n—1 n
(x+y)" —y" no1-j 5  (z+y)" —y"

Sommons ces deux quantités

n n n—1
($+y) —a" (x+y) _yn _ n—1—j (_j j
y + " => (z+y) (27 +47)
7=0
et nous obtenons la formule
n—1
(z+y)" = (" 4y = ay Z (z+y)" 7 (a7 +y7)
=0



que par commodité nous écrivons

n—2

(@+y)" = @"+y") =2y Y _ (z+y)" "7 (&7 +¢) (L.1)
j=0

La formule de Newton, que nous rappelons ici

(x+y)" ZCJ ndy (1.2)

ou |
: n:
G wam Y

permet donc d’établir 'égalité

1
[

(z+y)" 727 (a7 +4) ZCJ nITly

7=0
soit finalement
n—2 ) n—2
(x+ y)niQi] (:c] + yj) = Z CITlgn=2=3yi
=0 j=0

1.3 Etude de la nouvelle formule.

Posons

i
[N~}

An(@y) =) (@+ y)" 2 (27 4+ ) (1.4)

<
Il
o

Remarquons tout d’abord que

|
o

n

(@+y)" 77 (@ +y) =

<.
Il
o
5
N}

(z+y)" 2 (27 +47)

<.
Il
o

i
i~}

+ Y @ty (@ )

avec p € N* et p < n, soit encore

|
N

n

(@+y)" 77 (@ +y) =

j=0
pP—2
(z + y>(nfp)+(pf2fj) (:Cj + yj)
j=0
n—2
+ Y (@ yn U@y (zjf<p71>+p71 4 yjf<p71>+p71)
Jj=p—1



et

1
[

(@+y)" 7 (27 +y7) =

j=0
p—2
z+yn PZ x+yp 2— J(:Cj+y)
7=0
n—2—(p—1) ‘
+ (z+y)n727(j+p71) (:Cj+p71 +yj+p71)
j=0
et
n—2 )
(o4 9)" 727 (o7 + ) =
j=0
p—2 )
@+y)" 7Y (@+y) 7 (2 + o)
j=0
n—2—(p—1)
+ (m + y)n*pflfj (xg+p—1 + y3+p—1)
j=0
et enfin

+ (z+ y)n—P—l—j (xj+p—1 + yj+p—1)

Considérons maintenant le cas ou n = p 4 1, alors

0
Api1 (2,y) = (z+y) Ay (2,9) +Z zy) (a7 it

Jj=

soit encore
Apir (z,y) = (+y) Ap (z,y) + (P +477)

mais
2P 4yl = (@)’ — ey Ay (2,y)

et donc

Api1 (2,y) = ( +y) Ap (,9) + (@ +y)P " = 2ydp1 (z,y)

(1.5)



Concentrons nous maintenant plus particuliérement sur A4,, (z,y) et développons
cette quantité a partir de la formule 1.4 en page 2. Il vient

n—4
An(2,y) =3@+y)" 2+ (w+y)" 7 (272 +y72)
=0
n—>5
=3@x+y) "+ (2 + 312)7174 + Z (z+y)" > (2712 4+ ¢ 13)
=0
n—>5
=3(+y)" Pt (w+y)" =2y +y)" T+ Z (x+y)" 7 (2713 4 47 +3)
=0
n—>5
—d@+y)" P =2y +y)" "+ Z (z+y)" "7 (273 4+ 73
=0

En poursuivant les calculs de cette maniére, nous obtenons

An (2,y) =5 (x +y)"

n—=6
—bay(z+y)" "+ Z (z+y)" 7077 (a7 4y
=0

Ap (2,y) =6 (z+y)" > =9y (z + )" "+ 22%% (x +y)"°
n—"7T

+ Z (z + y)n—7—j (zj+5 + yj+5)
=0

Ap (z,y) =T(x+y)" % = lday (z + )" ' + 722 (x +y)"°
n—=_8

+ Y (e y)" T (@70 47T

Jj=0

A (2,y) =8 (x +y)" > —20ay (v +y)" ' +162%y% (x + y)" °—22%y% (x +y)"°
n—9

+ Z (,CE + y)n79*j ($j+7 + yj+7)

Jj=0

A (2,y) =9 (@ +y)" > =27zy (v +y)" ' +302%y% (¢ + y)" °—927y% (x +y)"°
n—10

+ Z (:C+y)n7107j (zj+8 +yj+8)
j=0

Ay (2,y) =10 (z 4+ y)" 2=352y (z + y)" 4502292 (z + )" °—252%y% (x + y)"~®

+ 22yt (v + )"
n—11

i Z (@ +y)" 1 (2749 4 y719)
§=0



A (z,y) = 11 (2 + y)" *—dday (x + y)" 77222 (2 + y)" " —552%y° (v + y)"

+ 11ty (o )"

n—12
+ Z (m+y)n712fj (xj-l-lO +yj+10)
7=0

Il est bien sur possible de pousser ces calculs aussi loin que nous le désirons. En
donnant & n les valeurs 3, 4, 5, 6,..., nous en déduisons les nouveaux développe-
ments respectifs de As (z,y), As (z,v), A5 (z,y), As (z,y), etc.

Supposons & présent les formules suivantes respectivement vraies jusqu’aux
rangs 2k et 2k + 1, avec k € N*

k—
Agg (2, y) Z zy) (z +y)**17) (1.6)
7=0
k—
j 2(k—1—3
Agpir (z,y) = (z+ ) Z o (1 (@) (@ + 9?7 @)
7=0

Les coefficients ng et D%k 41 sont si possible & expliciter (et le seront en effet
par la suite).

Reprenons 1"equation 1.5 page 3 et réécrivons la sous la forme

Aspy2 (7, y) = (x +y) Azt (z,9) + (z + y)% — xyAay (7,y)
Explicitons maintenant cette relation
k—
—
Asky2 (2, (z+y) Z Sesn (21 (2y) (@ + )"
j=0
+(z+y)*F

o DA o

<~
Asgto (z,y) = (x4 y) Z D2k+1 )j (z + y)Z(kflfj)
+ (z + y)
+ Z D J+1 )J+1 (m + y)Q(k—l—j)

-8



Poursuivons nos calculs. Nous obtenons de facon équivalente

k—1
A2k+2 (ZL', ’y) = Z ng+1 (—1)] (ggy)-] (ZL' + y)Q(k—J)
=0
+ (z+ y)%
k—1
+ Z D%k (_1)j+1 (xy)j-i-l (z + y)2(/€—1—j)
7=0
=
Asis (,y) = 3 Dy (<1 (ay)’ (@ +9)* "7
j=0
+ (x4 y)2]c
k
+ > Di (1) () (@ 4y
=1
—
Asjio (z,y) = Z (D%,CJrl + D%;l) (=1) (zy)’ (= + y)z(kﬂ)
j=1

k k _ k
+ ng+1 (z + y)2 + (@ + y)2 + D];k ! (zy)

et nous pouvons écrire

k

2(k—7j
Asiya (.y) = Y Dh s (<1 (my) (o 4 9)* "7
7=0
avec
DY .,=DY . +1
2k+2 2k+1
k k—1
D3jyo = Dy
et

VieN)(1<j<k-1) (ng+2 = D%kJrl + D%;Zl)

De la méme maniére, nous avons

Agiyz (2,y) = (v +y) Aopga (2, y) + (v + y)% — wyAops1 (2,y)

Explicitons
k .
Az (7, (z+y Z 2k+2 xy) (z+ y)Q(kij)
=0
+ (.’L' + y)Qk-‘rl
k—1
) ) ) o(k1—i
—ay(@+y) Y Dhyy (-1 () (@ + )"
=0



d’ou

k
Agiys (z,y) = > Dy o (=1) (ay) (z + y)2h= 1
=0
+ (:r + y)2k+1
k—1
. _ ) .
3 Dhy (F17 (@) (@)
=0
ce qui équivaut &
A2k+3 (m, y) — ($ + y)2k+1
k
Z Sine (1) () (@ 4y
Z Sk (Z1) () (a4 )
et aussi
k
A2k+3 (1"5 y) = (ng._,’_Q + 1) (:C —+ y)2 +1

k
£ (D + DI, ) (1 (@) (w499
=1

et nous pouvons enfin écrire

k
2(k—j
Askrs (z,y) = (x +y Z ak42 ( T (wy) (z+y)*
—0
avec
D2k+2 ng+1 +1
et

(VieN)(1<j<k) (ngw Dl + D%kil)

Ceci termine notre raisonnement, par récurrence et nous pouvons écrire en guise
de conclusion

(Vk €N | Agp = > Dy (=1) (ay)’ (a +y)* 7 (1.8)
avec
DY = DY +1+= D3, =2k (1.9)
et
Dil=DE2 =...=D} =2 (1.10)



et

(vj €N)(1<j<k—1)(Dj =D}, + D) (L11)
et de méme
k—
(¥h € N*) [ Aopir = (2 +y Z Seer (F1 (@) @+ )" | (1a2)
=0
avec
DYy =Dy +1<= Dy, =2k+1 (1.13)
et
(Vi eN)(1<j<k) (ngH = DI, + DIt 1) (1.14)

1.4 Valeurs prises par les coefficients D} oti (h € N)
t (h>3)
Nous avons, ainsi que nous venons de ’établir
(Vh € N) (h > 3) (D) = h)
Prenons a présent 7 = 1. Nous avons
Dy, =Dy + Dy,
Nous pouvons donc écrire

Dj, = Dy + Dj_,

D} =D} _,+Dj_4
h—>5

= Dj=> D, ;+D;
j=0

D} = Dj+ DY

Or
D2—2—j =h—-2-

et, d’apreés la relation 1.10 établie page 7

D} =2
d’ot il vient
h—5
Dy=> (h=2-j4)+2=(h—=2)+(h=3)+(h—4)+---+3)+2
7=0

et donc
2D}, = h(h+3)

et finalement

(Vh € N*) (h > 3) (D}I = w) (1.15)



Clairement
(Vh € N*) (h > 3) (D}, € N)

Par des calculs analogues, nous trouvons pour tout entier h > 3

D2 _ W (1.16)
pp = HB=2) (=0 0 7) i

La également
(Vh € N*) (h > 3) (D;, € N)

(Vh € N*) (h > 3) (Dj; € N)

Nous remarquons alors que les relations 1.11 et 1.14 établies page 8 ainsi que
celles (voir relations 1.15, 1.16 et 1.17) établies pages 8 et 9 nous permettent
d’affirmer

(Vh € N*) (h > 3) <w‘e{0,1,~-,¥}> (D{LEN)

Supposons maintenant, h étant choisi pair et pour tout j € {0,1,---, 22} la

formule
i h(h=(+2))!
D= G+DI(h—2(G+1) (1.18)

vraie jusqu’au rang h, pour tout entier pair inférieur ou égal & h.

Supposons aussi vraie pour tout j € {0, 1., %}, jusqu’au rang h — 1, pour
tout entier impair inférieur ou égal a h — 1, la formule
< h—=1)((h—1)—(5+2))!
DJ — ( )(( ) (] + )) (1-19)

LG -1 =20+ D)

alors

g1 (h—1—2j)! g1 (h—1-2j)!

pirt (=Dt -1-G+1Y) (h-1)(h-(+2))
h—1



La relation 1.11 établie page 8 nous permet d’écrire

Di = h(h—(j+2))! (h=1)(h—=(j+2)!
LT G+ (h—2( +1))! Gt(h—1—2j)!
<~
i _ (h—=(i+2)) h (h—1)
D1 = j! ((j+1)(h—2(j+1))! (h—1—2j)!>
<
i (h=G+2) (h(h=1=-2j)+(h=1)(F+1)
P =7 < h—1-2)1G +1) >
<~
Dy = i D (= 1)~ 2+ (= 1)+ (- 1)
<
3 (h—(5+2))!

h+1 = G+ D (h—1—2j)! (h2_1_(h‘+1)j)

et enfin ,
i __ (h=(G+2)
PTG+ 1) (R — 1 - 2§)!
Nous pouvons donc écrire
;o () (- (1)
T G DI+ 1= 2( + D)

Nous meénerions les calculs de la méme maniére en supposant h impair.

(h+1)(h=1-1)

(1.20)

Nous vérifions que
(Vh € N*) (h > 3) (D} = h)
et, en notant 2N ’ensemble des entiers pairs
(Vh =2k € 2N*) (h > 4) (D5, ' = 2)
Nous avons donc établi au terme de ce raisonnement par récurrence
(Vk e N*) (V5 € {0,1,2,--- ,k —1})

(Dj _ (k41 2k (+1)) )
LT G D)2k +1—2(+ 1))

L 2D @ET) -1 (1))
(Pl =25 m G 3G T ) (20

Remarquons que pour tout entier h
h=2G+1)+(G+1)=h—(j+1)
Nous pouvons donc écrire
h(h—(+ 1)
(h=G+1))G+DH (=20 +1))

sz =

et aussi B
J o Jj+1

Dy, = h—(j+1) h-G+h

10



1.5 Etude sur les coefficients Dfl

Pour les entiers h = 2k + 1 impairs qui suivent, nous vérifions par le calcul
les relations

k=1<—h=2k+1=3
DY =3C¢

k=2<=h=2k+1=5
DY =5CY

D} =501

k=3<=h=2k+1=7

DY =709
DY =7C;
D2 =703

k=4<—=h=2k+1=9

DY =9CY
D§ =9C;
Dj =903 + 3C
D} =903

k=5<=h=2k+1=11
DY, =110Y
D}, =110}
D}, =11(C% +CY)
D} =11(C +CY)
D}, =110

k=6+=>h=2k+1=13
DYy =13CY
Diy =130}
D3y =13 (C3 +2C%)
D}y =13 (C2 +203)
Diy =13 (C§ +2C3)
Diy =13C?

11



k=T+=h=2k+1=15

DYy = 15C¢

Diy = 15C4

Di; =15 (Cg + 3C9)

Di; =15 (C§ + 3C3)

Di; =15 (Cg + 3C3 + 3C)
D35 =15 (Cg + 3C3)

DSy = 15C¢

k=8+«=h=2k+1=17
DY, = 1702
Di, =17C}
D}, =17 (C? + 5CY)
D}, =17 (C3 + 5Cy)
Di, =17 (C7 + 5C; + C§)
D}, =17 (C3 + 5C3 + Cf)
DY, =17 (C¢ + 5C%)
DI, =17C

E=9<=>h=2k+1=19
DY = 1907
Dig = 19C%
D}y =19 (Cs +7CY)

D3y =19 (C3 +7C3)

Diy =19 (Cg + 7C% + 3C3)
D3y =19 (Cg + 7C3 + 3C3)
D}y =19 (C§ + 7C3 +2C3)

Dy =19 (CF +7C2)
Dy = 19C§

12



k=10 <= h=2k+1=21
DY, =210y
D}, =21C;
D3, =21(C3 +19Cg)
D3, =21 (C§ +19C¢)
D3, =21 (Cy + 19C¢ + 14C%)
D3, =21 (Cg + 19C§ + 14C3)
DS, =21 (C§ + 19C§ + 14C% + 3CY)
D}, =21 (C§ +19C§ + 14C3)
D§, =21 (C§ +19C¢)
D), =21Cy

Nous sommes amenés & supposer que pour tout entier 2k + 1 impair, supérieur
ou égal a 3, chaque coefficient D3, 41 beut s’exprimer comme suit

L5)
J _ l j—21
Dopyr = E :F2k+1ck7172l
1=0

Pour démontrer la validité de cette formule pour tout entier k£ non nul, nous
allons chercher & expliciter, dans la mesure du possible, le coefficients Fék 41 en
fonction de k et de .

Pour une entier £ quelconque, nous vérifions les relations
DYy = (2k+1) CR_4
Dipyy = 2k +1)Chy
Nous pouvons toujours écrire avec k > 4
ng+1 =@2k+1)CF_, + (ng-u —(2k+1) 013—1) Cp_y
Mais, en accord avec les relations 1.3 et 1.21 établies pages 2 et 10

(2k — 3)! (k —1)!
312k +1-6) 2! (k—3)!)

D31 — 2k + 1) Ci_y = (2k + 1) (

soit,

D3y — (2k+1)C2, = (2k+1>< (2k — 3)! (k —1)! )

31(2k —5)! 2! (k—3)!
et

D2y — (2k+1)C2, = (2k+1) <(2”€ - 3)3!(% —4) (k- 1)2$k: — 2)>

et

2% —3)(k—2) (k—1)(k—2)
; )

D§k+1—(2k+1)0,3_1:(2k+1)(( —

13



soit encore

D§k+17(2k+1)02_1 = (2k+1) (2(2k3) (k*2)6*3(1€*1) (k2)>

et enfin
(2k+1)(k—2)(k—3)

6

D3y — (2k+1)CP_y =
Nous posons

2k +1) (k —2) (k — 3)
31

Fpjp1 = Dip — 2k +1) Gy =
De la méme facon, nous trouverions
D3y = (2k +1) (Ci_y + Fay 1 Chy)

et
D3y = (2k+1) (013—1 + Fap 1 Ci g+ F3 1 CR_y)

ce qui nous donne
F22k+1 = ((DékJrl —(2k+1) 01371) - (ngﬂ - (2k+1) 01371) 01374)

Par des calculs similaires aux précédents, les coefficients DJ, | et C}_ ; étant
explicités, nous trouvons

) (2k + 1) (k — 3) (k — 4) (k — 5) (k — 6)
F2k+1: 51

Nous sommes alors amenés a supposer vraie, pour tout entier naturel k£ > 1,
I’égalite
. 2k+1)(k—1-=1)

F. = 1.22
AL L+ D) (k—1—31)! (122)
avec ’entier naturel [ tel que
k
0<l<|g]

Nous effectuons maintenant la différence des coefficents Fék 41 et FQka1

o o @k DR-1-D k=D (k-2-1)
2L TR T D (k—1—-31) (204 1! (k—2— 30)!

11 vient

(k—2—1) ((2kz+1)(k—1—l)—(2k:—1)(k—1—31)

! ! _
Fopi=Fop 1 = (20 +1)! (k — 2 — 30)!

et

(k—1— 3)

k—2-1)
Rl _ (
2Rl T2k Ol L 1) (k- 1 — 31)!

soit encore

k—2-1)
Jad _ gl _ (
el 2L 9 1) (k— 1 - 31)

S22+ 1) (k—1)

14

(2k+1)(k—1—1)— (2k — 1) (k — 1 — 31))

)



et finalement
2(k—=1)(k—2-1)!

@O (k —1—30)!

Montrons maintenant par récurrence l'existence de la relation

F2lk+1 - F2lk71 = (1-23)

L%]
(ke N) (k>1)(Vj eN)(0<j<k—1) [ Dy, =S FhCiT1
=0

ou chaque coefficient Fék 41 s’exprime par la formule 1.22 établie page 14.

Supposons vraie jusqu’au rang 2k — 1, pour tout entier naturel j < k — 2,
la relation

j—21
2k 1 2 : FQk lck 2-31

e L @k (k-2 1)
LT 0L+ 1) (k-2 —31)!

Nous effectuons a présent

D%k 1 D%k13_D%k 2
soit encore
_ L552) _
D%k—z = Z F2lk7101]c:§I—3l Z sz 3CJ gz 211
1=0

Deux cas se présentent alors.
k=1 _ k=2 _
Cas1: LTJ = LTJ =m
Ce cas équivaut a k=0 (3) ou k=2 (3).
Rappelons que
j—21 211 j—21 j—20—1 j—21 j—21
(Cljcfzfm =i~ 3-31 1 Cifgfsl) — (Cljcfsfm =Cj 55 — Cifgfsl)
Nous avons alors

m
l j—2l ! j—21—1
Dyy_y = E (F2k710k7273l — o 302575
1=0
ce qui équivaut a

m

j i—2l = i—2l
D%k—2 = Z (lechzjc—g—m - F21k73 (Cljc—g—?;l - 01]9—3—31))
1=0
et .
j = 1
Dyy_p = Z ( (Fop—1 — Fop_3) CIT3 g + oy sCiT5. 31) (1.24)
=0
avecm = [EL] = | 2]

15



Cas 2: B | =[E2|+1=m+1
Ce cas équivaut a k =1 (3).

Nous avons alors

j ma1 2(m+1) S ! j—21 2l
Dyj_n = F2k+1cj 273(m+1)+z (((FQkfl Foy_ 3) Cilogy + Fyy_ 3OJ 3— 21)
=0

or
(k—1=3m+1)<—= (k—-2<3m+1<3(m+1))
et donc
j—21 j—21
Dy = Z ( ((Fae—1 — Far3) Ol 5 g + F21k7301173721) (1.25)
1=0
avec m = L%J —1= L%J

Ces deux cas étant revus, nous remarquons alors que pour chacun d’eux

Jj—21
E FQk BCk 3-31 — 2k—3

d’ou il vient
J J _ nJ—1
Dy o = Dy g =Dy —y

et finalement nous obtenons I’égalité

3
1 j—21
D%k 4= Z FyaCLT5 (1.26)

avec, en accord avec la relation 1.23 établie page 15
F2lk—4 = F2lk—1 - F2lk—3

1l nous reste & établir la validité de I’égalité 1.26 lorsque k£ > 4 décrit N. Nous
nous assurons d’abord par un calcul simple qu’elle est en effet vérifiée lorsque
k prend successivement, les valeurs 4, 5 et 6-- -, alors que j décrit son intervalle
de définition.

Nous supposons alors que cette égalité est vérifiée jusqu’au rang 2k, pour tout
j < (k-1), soit
_ L5 _
Dy, = ZFékCcht§;2l
1=0

Nous pouvons remarquer que les calculs faits pour aboutir & la formule donnant
Dh:% en fonction des coefficients FY, et des coefficients du binome C,J;rél 2
sont généralisables & une valeur quelconque de A dans N. Il nous suffit d’établir
la relation de récurrence sur les coefficients d’indices h impairs pour obtenir un
r’esultat valable quelque soit la parité de cet indice h.

16



En reprenant ’hypothése de départ, portant sur les coefficients d’indices im-
pairs, et en utilisant ce que nous venons d’établir, nous vérifions

ng+1 D, + Dty
avec
Dy, = Z Py Ol
et
Dt = Z Py Gl

D’aprés le calculs que nous venons d effectuer pages 15 et 16, nous avons

L& J=m
i—21 i—21
Dy, = Z By 0Ol g + Foy 1 CL5
1=0
L51=m
j i—21 i—21
= Dy, = Z (F2lk+1 - F2lk—1) Ci i gt F2lk—lcljc72731
1=0
[&]=m L&]=m

j—21 l Jj—2l—1
2k - Z F2k+10k 1-31 Z F2k710k—1—3l
Jj _nd Jj—1
> Dy, = Dy — Doy
Ce résulat est bien en accord avec I’égalité 1.14 établie page 8.
Connaissant Féki2 et Fékfl, exprimés en fonction de [ et de k, nous pouvons

calculer FY, 11, en allant en sens inverse du calcul nous ayant donné Fl,_, puis
Fl._,. Nous trouvons donc

1 21
Dyjyr = ZF2k+1 i 1-31
avec
P RE+1)(E-1-1)!
AL L+ 1) (k-1 - 31)!
La relation de récurrence est donc établie pour tous les coefficients D{L d’indice
h pair ou impair.

Récapitulons maintenant 1’ensemble des résultats obtenus au cours des pages
précédentes (voir équations 1.8 et 1.12 page 7)

n—2
(VneN)(n>3) | (@ +y") = 2" +y" +ay ¥ _ An(z,y)
j=1
avec pour n = 2k (voir équation 1.8 page 7)
k . .
Agi (2,y) Z zy)’ (z +y)* 17
=0
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et

(VkeN) (k>1)(VjeN)(j<k—1)| D), = ZFchf;l 2

et
2k (k—1-1)!

20! (k — 31)!
et pour n = 2k + 1 (voir équation 1.12 page 8)

[
FQk_

k—
Aos (20) = (41) 3 Dl (1) oyl o )"0
7=0
et
(VEeN)(VjeN)(j <k—-1) 2k+1*ZF2k+1Ci 2
et

L k1) (k—1-1)!
AL L+ 1) (k-1 - 31)!

1.6 Etude de Ay (x,y) ou k € N

Nous allons voir dans ce paragraphe qu’il est possible de poursuivre la fac-
torisation de la quantité Asiyi (z,y) En utilisant les derniers résultats, nous
pouvons écrire

Ea
|
—
—
ol
—

Azirr (2,y) = Fl Gl (21 (ay) (@4 )"
=0 1=0

<
Il
o

Nous avons alors, pour chaque k, et pour tout j et tout [

o ) . b1
F2lk+1cljc—§l—3l (*1)] (fcy)J (z+ y)Q( i

j—21 | —21421 j—214+21 2(k—1-31+3l—(5—21)—21
= FY O (1) (zy)’ (@ + )™ (=220

j— j—21 j—21 k—1-31—(5—-21 l l l
= (Bl G (<17 ()™ (4 9?7 72020 (1) (o)™ (2 4+ )

Asg41 (z.y) peut donc s’écrire de la fagon suivante

Az (7.y)
= (z+y)
L%]
F21k+1 (_1)2l (z+y)¥

Ciiflf:%l (_1)j—2l (my)j—ﬂ (@ + y)2(k—1—3l—(j—2l))
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Si j varie de 0 & k—1, alors j—2[ varie de 0 & k—1— 21, et comme nécessairement
j—201<k—-1-3l

nous obtenons

Agpyr (1.y)
]

L& k—1-31
=@+ Fhoy CD* @) Y0 Oy (<1 (ay) (w+y)* D)
=0 j=0
mais
k—1-31

Z Clz7173l (—1) (zy)’ (z + y)Q(k_l_m_j)
j=0

_ ((x n y)2 - xy) k—1-31

_ (1'2 + Ty + y2)k7173l

et finalement

L5)
At (@y) = (2 +9) D Floy (C1) (@ +9)7 (2% +ay +4°)
1=0

k—1-31

Si de plus, nous supposons que 2k+1 est un entier premier strictement supérieur
a 3, alors

2k+1#£0 (3) <= (k£1 (3))
Par conséquent, k — 1 — 3l ne s’annule pour aucune valeur de [ et Asgy1 (2,9)

est divisible par (22 + 2y + y?).

Finalement, en notant P ’ensemble des nombres premiers, pour tout n € P —

{2,3}

A (z,y) =
L%J i k—2-31
@+y) (2 +ay+y°) D> Fhy (D @+9)¥ (P +ay+9?)° 0 (1.27)
=0
1.7 Différentes expressions de la formule du bi-
nome.

Nous arrivons & la fin de cette étude, dont le but était de reformuler la
formule du bindéme. Ainsi que présenté (voir équation 1.2 en page 2) et établi
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(voir équation 1.1 en page 2), nous avons

(x+y)" ZCJ n=iy

n—1
=a"+y" + Z ng"_jyj
j=1
n—2
=z"+y" + oy Z C%+1x”_2_jyj
j=0
n—2 )
=a"+y" +ay Z (x+ y)niQ*j (:cj + yj)
j=0
De plus, selon que l'entier n est pair,impair ou premier impair, la formule du
bindme peut également étre explicitée comme suit

n = 2k pair
k—1 ) - - -
($ + y)Qk — [L‘Qkf + y2k‘ _|_ :L'yz D%k (_1)J (my)J (m + y)Q(kflfj)
7=0
avec

o 2%(2k—1— (1))

G DIRE=2( + 1)
ainsi qu’établi plus haut (voir équation 1.8 page 7).

n = 2k + 1 impair
k—

k j k—1—7
(x4 )" =2 4y ay (a4 y Z Jen (=1 (2y)’ (2 + )"
7=0
avec ,
i (2k+1)(2k—(+ 1)

D -
PGk +1-2( + 1))
ainsi qu’établi plus haut (voir équation 1.12 en page 8).

n > 3 premier

(z+y)" =a"+y"
_l’_

L5)

zy (@ +y) (@ +ay+y)Y Fh (D (@ +y)¥ (2 +ay+y
=0

ol

2) k—2-31

(1.28)

avec

o (2k+1)(k—1-1)!
AL L+ D) (k—1—31)!
ainsi qu’établi plus haut (voir équation 1.27 en page 19).

L’exposé de ces résultats termine cette étude.
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