
全空間におけるＮＳＩＶＰの時間大域可解性

概要

全空間における非圧縮性ＮＳＩＶＰの時間大域可解性を、時間変換解析に基き、証明する。

序論

ＮＳｅｑに関しては、流体力学の基礎方程式として、ナビエ [1], ストークス [2]により確立された。
以降、長らくその可解性が追究されてきたが、その非線形性に基く困難のため、解析対象を非圧縮
性流体に限定しても、１７０年を経過するまで可解性に関する十分な結果が知られなかった。

非圧縮性流体に対するＮＳＩＶＰに関しては、ルレイ [3],ホップ [4]あるいはキセレフ-ラジゼンスカ
ヤ [5],伊藤 [6],加藤-藤田 [7]等に始まり、加藤 [8],儀我-宮川 [9]により拡充されて発展した議論に基き、
時間局所可解性、あるいは小値性初期値に対する時間大域可解性が、適切性を含めて知られてい
る。しかしながら、小値性を想定しない初期値に対する時間大域可解性は不明であった。

本論文では、全空間における小値性を想定しない初期値に対するＮＳＩＶＰの時間大域可解性を、
時間変換解析に基き、証明する。なお、周期系におけるＮＳＩＶＰに関しても、時間大域可解性が
示されており、その証明は別論文 [11]にて示される。

本論文は、ＣＭＩの全空間版のＮＳＩＶＰに関する問題 [10]に対する肯定的回答を与え、また同様
の結果の広範な初期条件に対する成立を示す。

概観

本論では n≥3次元全空間RnにおけるＮＳＩＶＰが、初期値の大きさに依らず時間大域的古典解を
持つことを示す。時間大域解は、一意性,正則性,初期値連続依存を有し、この意味で適切である。
また、解のノルムは減衰性上限関数を持ち、その減衰特性は初期値ノルムに応じて与えられる。

本論では、時間局所可解性解析と先験的評価に基き時間大域可解性解析を行っており、この観点で
本論は時間大域可解性解析の典型的形態に基くものとなっている。但し、ＮＳＩＶＰに対する積分
方程式とヤングの不等式に依るルベーグ空間ノルムの基本的な評価による解析には限界があり、こ
の問題を乗越えるため、本論では、時間変数を変換した上で評価を行い、然る後に逆変換する形で
の解析を行う。この時間変換解析によりノルム上限評価の範囲の拡大が可能となる。

時間局所可解性解析では、初期値の LQ
,Q∈(n,∞)への帰属に基き解 u∈LQ

[0,TM ]
の存在を示した上で、

初期値の L2∩Lq
,q∈(n,∞]への帰属に基き、解の L2

[0,TM ]∩L
q
[0,TM ]や Lr

t ,t∈(0,TM ],r∈(q,∞]への帰属並
びに解の偏導関数の Lr

t ,t∈(0,TM ],r∈[2,∞]への帰属を示す。次いで、先験的にエネルギー非増加性を
示し、これに基き解やその偏導関数のLr

,r∈[2,∞]ノルムが減少型上限を持つことを示す。そして、
時間局所可解性と先験的評価に基き、時間大域可解性を示す。

時間変換解析は (時間大域可解性の証明の段階に限らず)上記過程で随時 (しばしば)利用される。

１.準備

本論では以下により定義される関数空間を扱う。

定義１ (関数空間)

本論では、対象領域を３次元以上の全空間領域 Rn
;n∈N≥3

とし、空間関数に対するルベーグ空間
Lq(Rn), q∈[1,∞] を導入する。

時間点 t∈[0,∞) や時間区間 TI⊆[0,∞] と Lq(Rn)に対して、関数空間 Lq
t (R

n),Lq
TI(R

n)を以下に
依り導入する。

但し、時間空間関数 φに対して時間変数 tを指定して得られる空間関数を φt とする。

∥φ∥Lq
t (R

n) = ∥φt∥Lq(Rn) , L
q
t (R

n) =
{
φ
∣∣ ∥φ∥Lq

t (R
n) < ∞

}
∥φ∥Lq

TI(R
n) = sup

t∈TI
∥φt∥Lq(Rn) , L

q
TI(R

n) =
{
φ
∣∣ ∥φ∥Lq

TI(R
n) < ∞

}
以上で定義された関数空間 Lq(Rn),Lq

t (R
n),Lq

TI(R
n),q∈[1,∞]はバナッハ空間である。
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以降、これらを各々単に Lq,Lq
t ,L

q
TI のように表記する。

また、関数空間 L[p,q],L(p,q] を以下に依り定義する。但し 1 ≤ p < q ≤ ∞とする。
L[p,q] =

∩
r∈[p,q]

Lr , L(p,q] =
∩

r∈(p,q]

Lr []

定義２ (多重指数)

本論では、多重指数 α = (α1, . . . , αn)∈({0}∪N)n の大きさを |α| = α1 + · · ·+ αn に依り定義する。
そして、α に対応する空間変数冪積を xα = xα1

1 . . . xαn
n に依り、空間偏微分を ∂α = ∂α1

1 . . . ∂αn
n

に依り、定義する。

定義３ (ヘルムホルツ分解)

関数 φに対して以下を満たす関数 Pφ,Pφが存在する場合、Pφを φの非発散成分,Pφを φの
非回転成分と称し、φのこれらの成分への分解をヘルムホルツ分解と称する。

φ = Pφ+ Pφ , ∂ ·Pφ = 0 , (Pφ,Pφ)L2 = 0

関数 φに対してこれに収束するヘルムホルツ分解可能周期関数列 {φk}k∈N ,φk = Pφk+Pφk が
存在し、成分組列 {(Pφk,Pφk)}k∈N が極限 (Pφ,Pφ)を持つ場合、その各成分を φの非発散成
分,非回転成分と称し、φのこれらの成分への分解をヘルムホルツ分解と称する。

一般に、(上記の Lq,Lq
TI 等の)関数空間X に対し、関数空間 PX を以下により定義する。

PX = {φ ∈ X |φ = Pφ } []

定義４ (熱核)

本論では、熱方程式 ∂tf − ν△f = 0に対応する熱核K を以下に依り定義する。

K(t,x) =
1

√
4πνt

n exp
(
− x2

4νt

)
本論は次に定義されるＮＳＩＶＰの可解性や解特性の解析を主目的とする。この解析の過程では、
これに対応する以下に定義される積分方程式の解析が行われる。

定義５ (初期値)

ここでは、以下を満たす初期値関数 aを想定する。但し、q∈(n,∞]; m ≥ 2とする。

(1.1) a ∈ PL[2,q] , ∂αa ∈ L[2,q]
, |α|≤m

定義６ (方程式)

本論では以下の偏微分方程式の初期値問題 (ＮＳＩＶＰ)を扱う。

(1.2) u ∈ PL
[2,q]
(0,∞)

∂tu− ν△u+ (u·∂)u+
1

ρ
∂p = 0 ,(t,x)∈(0,∞)×Rn

u(0,x) = a(x) ,x∈Rn

次の積分方程式は、解の偏導関数が存在する場合、初期値問題 (1.2)と同値となる。

(1.3) ut = Kt∗a−
∫ t

0

dτ P(∂Kt−τ ∗·uτuτ) ,(t,x)∈(0,∞)×Rn

Φ(0) = 0, Φ(t)> 0,∂tΦ(t) =φ(t)なる関数 Φ=Φ(t) を採り、一般に fΦ(t,x) = f(Φ(t),x) とすれ
ば、原解 uに対して時間変換解 uΦ を定めることができる。このとき原方程式は時間変換解 uΦ に
対する次の時間変換方程式と同値となる。

(1.4) uΦ
t = KΦ

t ∗a−
∫ t

0

dτ P(∂KΦ
t−τ ∗φτ ·uΦ

τ u
Φ
τ ) ,(t,x)∈(0,∞)×Rn

定義７ (解の線形項と非線形項)

ＮＳＩＶＰ (1.2)の解 uが積分方程式 (1.3)あるいは時間変換積分方程式 (1.4)を満たすとき、解
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はその方程式に基き右辺の第１項と第２項の和に分解される。これらを各々、解の線形項 u(L) お
よび非線形項 u(NL) とする。

u
(L)
t = Kt∗a , u

(NL)
t = −

∫ t

0

dτ P(∂Kt−τ ∗·uτuτ)

u
Φ(L)
t = KΦ

t ∗a , u
Φ(NL)
t = −

∫ t

0

dτ P(∂KΦ
t−τ ∗φτ ·uΦ

τ u
Φ
τ ) []

２.時間局所可解性解析

本項ではＮＳＩＶＰの時間局所可解性を示す。これは、先ず積分方程式の時間局所可解性を示し、
次いでその解の正則性を示すことにより、証明される。積分方程式の時間局所可解性は、厳縮小型
写像の不動点定理を用いて行われる。

命題１ (積分方程式の時間局所可解性)

正変数 ξ に対する減少関数 TM=TM(ξ)が存在し、初期値 a∈PLq, q∈(n,∞]に対して、積分方程式
(1.3)は時間区間 [0, TM ],TM=TM(∥a∥Lq ) における解 u∈Lq

[0,TM ]
を持つ。[]

証明

先ず、以下の写像 Ψ ,集合 Sλ を導入する。但し t ∈ [0, T ] , T∈(0,∞], λ ∈ (0,∞)とする。

Ψft = Kt∗a−
∫ t

0

dτ P(∂Kt−τ ∗·fτfτ )

Sλ =
{
f∈Lq

[0,T ]

∣∣ ∥f∥Lq
[0,T ]

≤ λ
}

このとき f , g ∈ Sλ に対して以下の評価式を得る。但し χ(t) = ν−1(νt)β, β= 1
2 (1−

n
q ) とする。

∥Ψf∥Lq
t
≤ C1∥a∥Lq + C2χ(t)∥f∥2Lq

[0,T ]

∥Ψf − Ψg∥Lq
t
≤ C2χ(t)(∥f∥Lq

[0,T ]
+ ∥g∥Lq

[0,T ]
)∥f − g∥Lq

[0,T ]

ここで、定数 Θ∈(0,1) を採り、TM(ξ), TM ;λを以下により導入する。

TM(ξ) = Θ
1

ν

( ν

4C1C2ξ

)1
β

, TM = TM(∥a∥Lq )

λ =
1

2C2χ(TM )

(
1−

√
1− 4C1C2∥a∥Lqχ(TM )

)
このとき、以下が成立つ。

χ(TM ) = Θβ(4C1C2∥a∥Lq )−1

λ ≤ 2C1∥a∥Lq

また、定数 C∈(0,1) が存在して、各時刻 t∈[0,TM ] に対して次式が成立する。

C1∥a∥Lq + C2χ(t)λ
2 < λ

2C2χ(t)λ ≤ C

従って、上記評価式より f , g ∈Sλ
に対して以下が成立つ。

Ψf ∈ Sλ

∥Ψf − Ψg∥Lq
[0,TM ]

≤ C∥f − g∥Lq
[0,TM ]

即ち、写像 Ψ は集合 Sλ 上の厳縮小写像を与える。

従って、不動点定理に依り、写像 Ψ は集合 Sλ 内に不動点 uを持つ。

このとき Ψut = ut ,t∈[0,TM ]が成立するので、u は時間区間 [0, TM ] における積分方程式 (1.3) の
解となる。

そして、以上の議論より以下の関係式が得られ、u ∈ Lq
[0,TM ] となる。
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∥u∥Lq
[0,TM ]

≤ 2C1∥a∥Lq

∥u(NL)∥Lq
[0,TM ]

≤ C1∥a∥Lq []

註 (非線形項の上限評価)

上記の議論における ∥P(∂Kt−τ ∗·fτfτ )∥Lq ,q∈(n,∞] の上限評価は、以下の関係に依る。

∥Pij∂kKt−τ ∗fk τfj τ∥Lq ≤ ∥Pij∂kKt−τ∥LQ∥fk τ∥Lq∥fj τ∥Lq

∥Pij∂kK∥LQ ≤ cQ

∥∥∥(1− ξiξj
ξ2

)
ξkK̂

∥∥∥
Lq

≤ 2cQ∥ξkK̂∥Lq = C(νt)−
n
2

1
q−

1
2
; 1= 1

q+
1
Q , Q∈[1,2]

但し、Pij を P の空間座標成分表示、ξk は n次元フーリエ変換変数の成分、K̂ は K のフーリエ
変換とし、前者ではヤングの不等式、後者ではハウスドルフ-ヤングの不等式を用いている。[]

命題２ (積分方程式の時間局所解の正則性)

初期値 a∈PL[2,q],q∈(n,∞]に対して命題１に基く積分方程式 (1.3) の時間局所解 u∈PL
[2,q]

[0,TM ]

は以下

の特性 (2.1-4)を有し、正則である。但し、|α| ≥ 1とし、(2.2)(2.4)では q < ∞とする。
(2.1) u ∈ Lr

[0,TM ],r∈[2,q]

(2.2) u ∈ Lr
(0,TM ],r∈(q,∞] ; sup

t∈(0,TM ]

t
n
2 ( 1

q−
1
r )∥u∥Lr

t
< ∞

(2.3) ∂αu ∈ Lr
(0,TM ],r∈[2,q] ; sup

t∈(0,TM ]

t
|α|
2 ∥∂αu∥Lr

t
< ∞

(2.4) ∂αu ∈ Lr
(0,TM ],r∈(q,∞] ; sup

t∈(0,TM ]

t
n
2 ( 1

q−
1
r )+

|α|
2 ∥∂αu∥Lr

t
< ∞

また、初期値 a∈PL[2,q],q∈(n,∞], ∂
αa∈PL[2,q],q∈(n,∞],|α|≤mに対して命題１に基く積分方程式 (1.3)

の時間局所解 u∈PLq
[0,TM ]

は上記特性 (2.1-4)に加えて次の特性 (2.5)を有する。
(2.5) ∂αu ∈ Lr

[0,TM ],r∈[2,q],|α|≤m []

証明

(１)先ず、特性 (2.1)を示す。

r ∈ [2, q]とするとき、各時刻 t∈[0,TM ]において次式が成立する。

∥u∥Lr
t
≤ C1∥a∥Lr + C2∥u∥Lq

[0,TM ]

∫ t

0

dτ (ν(t− τ))−
n
2

1
q−

1
2 ∥u∥Lr

τ

ここで、A,X および作用素 Kを以下に依り導入する。但し t ∈ (0, TM ]とする。

A = C1∥a∥Lr

Xt = ∥u∥Lr
t

Kft = C2∥u∥Lq
[0,TM ]

∫ t

0

dτ (ν(t− τ))−
n
2

1
q−

1
2 fτ

このとき、上記の積分関係式は次の関係式で表される。

X ≤ A+KX

この関係式の反復的代入に依り、k∈N に対して次式を得る。

X ≤
k∑

j=0

KjA+Kk+1X

このとき、j∈N に対して各時刻 t∈[0,TM ]において以下が成立する。但し、B(x, y)をベータ関数、

Γ (x)をガンマ関数とし、β =
1

2

(
1− n

q

)
とする。
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KjA ≤ A
(
c2∥u∥Lq

[0,TM ]
ν−1(νt)β

)j j−1∏
k=0

B(β, 1 + kβ)

≤ A
1

Γ (1 + jβ)

(
C2Γ (β)∥a∥Lqν−1(νt)β

)j
KjX ≤ ∥u∥Lq

[0,TM ]

1

Γ (1 + jβ)

(
C2Γ (β)∥a∥Lqν−1(νt)β

)j
ここで k → ∞に対して KkX → 0となることから、各時刻 t∈[0,TM ]において次式が成立する。

X ≤ U (r)(∥a∥Lr , t) < ∞

U (r)(∥a∥Lr , t) = C1∥a∥Lr

∞∑
j=0

1

Γ (1 + jβ)

(
C2Γ (β)∥a∥Lqν−1(νt)β

)j
これは次を与える。

sup
t∈[0,TM ]

∥u∥Lr
t
< ∞

以上より、所期の結論が得られた。

(２)次に、特性 (2.2)を示す。

r ∈ (q,∞]のとき、Φ(t) = tε, ε∈(0,(n
2 ( 2

q−
1
r )+

1
2 )

−1)とすれば、各変換時刻 Φt∈(0,TM ]において次式が

成立する。

∥uΦ∥Lr
t
≤ C1(νΦt)

−n
2 ( 1

q−
1
r )∥a∥Lq + c2∥u∥2Lq

[0,TM ]

∫ t

0

dτ (νΦt−τ )
−n

2 ( 2
q−

1
r )−

1
2φτ

≤ C1(νΦt)
−n

2 ( 1
q−

1
r )∥a∥Lq + C2ν

−1(νΦt)
1
2−

n
2 ( 2

q−
1
r )∥a∥2Lq

従って、以下が得られる。

∥u∥Lr
t
≤ C1(νt)

−n
2 ( 1

q−
1
r )∥a∥Lq + C2ν

−1(νt)
1
2−

n
2 ( 2

q−
1
r )∥a∥2Lq

(νt)
n
2 ( 1

q−
1
r )∥u∥Lr

t
≤ C1∥a∥Lq + C2ν

−1(νt)
1
2 (1−

n
q )∥a∥2Lq

(νt)
n
2 ( 1

q−
1
r )∥u∥Lr

t
≤ U (q)(∥a∥Lq )

以上に依り所期の結論が得られた。

(３)次に、特性 (2.3)を示す。

r ∈ [2, q] の場合、Q = min{q, 2r}, Φ(t) = tε
, ε∈(0,(n

2 ( 2
Q− 1

r )+
1
2+

|α|
2 )−1)

とすれば、各変換時刻

Φt∈(0,TM ]において、以下が成立する。

∥∂αuΦ∥Lr
t
≤ C1(νΦt)

− |α|
2 ∥a∥Lr + C2∥u∥2LQ

[0,TM ]

∫ t

0

dτ (νΦt−τ )
−n

2 ( 2
Q− 1

r )−
1
2−

|α|
2 φτ

= C1(νΦt)
− |α|

2 ∥a∥Lr + C2ν
−1(νΦt)

1
2−

n
2 ( 2

Q− 1
r )−

|α|
2 bε∥u∥2LQ

[0,TM ]

bε = εB
(
1− ε

(n
2

( 2

Q
− 1

r

)
+

1

2
+

|α|
2

)
, ε
)

∥∂αu∥Lr
t
≤ C1(νt)

− |α|
2 ∥a∥Lr + C2ν

−1(νt)
1
2−

n
2 ( 2

Q− 1
r )−

|α|
2 bε∥u∥2LQ

[0,TM ]

(νt)
|α|
2 ∥∂αu∥Lr

t
≤ U (r,α)(∥a∥Lr )

以上より、所期の結論が得られた。

(４)次に、特性 (2.4)を示す。

r ∈ (q,∞]の場合、Φ(t) = tε
, ε∈(0,(n

2 ( 2
q−

1
r )+

1
2+

|α|
2 )−1)

とすれば、各変換時刻 Φt∈(0,TM ]において、

以下が成立する。
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∥∂αuΦ∥Lr
t
≤ C1(νΦt)

−n
2 ( 1

q−
1
r )−

|α|
2 ∥a∥Lq+c2∥u∥2Lq

[0,TM ]

∫ t

0

dτ (νΦt−τ )
−n

2 ( 2
q−

1
r )−

1
2−

|α|
2 φτ

≤ C1(νΦt)
−n

2 ( 1
q−

1
r )−

|α|
2 ∥a∥Lq + C2ν

−1(νΦt)
1
2−

n
2 ( 2

q−
1
r )−

|α|
2 bε∥a∥2Lq

bε = εB
(
1− ε

(n
2
(
2

q
− 1

r
) +

1

2
+

|α|
2

)
, ε
)

∥∂αu∥Lr
t
≤ C1(νt)

−n
2 ( 1

q−
1
r )−

|α|
2 ∥a∥Lq + C2ν

−1(νt)
1
2−

n
2 ( 2

q−
1
r )−

|α|
2 bε∥a∥2Lq

(νt)
n
2 ( 1

q−
1
r )+

|α|
2 ∥∂αu∥Lr

t
≤ U (q,α)(∥a∥Lq )

以上より、所期の結論が得られた。

(５)最後に、特性 (2.5)を示す。

本項では k = 1, . . . ,mに対する (2.5)|α|≤k を帰納的に証明する。k = 1の場合、|α| = 1なる αに
対して次式が成立する。

∥∂αu∥Lr
t
≤ C1∥∂αa∥Lr + C2∥u∥Lq

[0,TM ]

∫ t

0

dτ (ν(t− τ))−
n
2

1
q−

1
2 ∥∂αu∥Lr

τ

ここで、A,X および作用素 Kを各時刻 t∈(0,TM ]に対して以下に依り導入する。

A = C1∥∂αa∥Lr

Xt = ∥∂αu∥Lr
t

Kft = C2∥u∥Lq
[0,TM ]

∫ t

0

dτ (ν(t− τ))−
n
2

1
q−

1
2 fτ

このとき、(１)と同様の議論に依り、|α| = 1なる αに対する次の結果が得られる。

sup
t∈[0,TM ]

∥∂αu∥Lr
t
< ∞

従って (2.5)|α|=1 が成立する。

次に (2.5)|α|≤k≤m−1 が成立しているとき、|α| = k + 1なる αに対して、次式が成立する。但し、
式中の β, γ に関する和は β + γ = α ; |β|, |γ| ≤ k なる範囲に亙るものとする。

∥∂αu∥Lr
t
≤ C1∥∂αa∥Lr + C2

∑
β,γ

cβ,γ∥∂βu∥Lq
[0,TM ]

∫ t

0

dτ (ν(t− τ))−
n
2

1
q−

1
2 ∥∂γu∥Lr

τ

+C2∥u∥Lq
[0,TM ]

∫ t

0

dτ (ν(t− τ))−
n
2

1
q−

1
2 ∥∂αu∥Lr

τ

ここで、A,X および作用素 Kを各時刻 t∈(0,TM ]に対して以下に依り導入する。

A = C1∥∂αa∥Lr + C2

∑
β,γ

cβ,γ∥∂βu∥Lq
[0,TM ]

∫ t

0

dτ (ν(t− τ))−
n
2

1
q−

1
2 ∥∂γu∥Lr

τ

Xt = ∥∂αu∥Lr
t

Kft = C2∥u∥Lq
[0,TM ]

∫ t

0

dτ (ν(t− τ))−
n
2

1
q−

1
2 fτ

このとき、(１)と同様の議論に依り、|α| = k + 1なる αに対する次の結果が得られる。

sup
t∈[0,TM ]

∥∂αu∥Lr
t
< ∞

従って (2.5)|α|=k+1 が成立する。

以上に依り所期の結論が得られた。 []
定理１ (ＮＳＩＶＰの時間局所可解性)

ＮＳＩＶＰ (1.2)は時間局所解をもつ。 []
証明
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命題１,命題２より、積分方程式 (1.3)は任意階偏微分可能な時間局所解をもつ。このとき、積分
方程式 (1.3)は次の積分方程式と同値となる。

ut = Kt∗a−
∫ t

0

dτ Kt−τ ∗P((uτ ·∂)uτ )

従って、この積分方程式は任意階偏微分可能な時間局所解をもつ。このとき、この積分方程式は、
ＮＳＩＶＰ (1.2)と同値となる。従って、ＮＳＩＶＰ (1.2)は時間局所解をもつ。 []

３.先験的評価

本項ではＮＳＩＶＰに対する先験的評価を与える。これは、エネルギー非増加性に対応する。

命題３ (エネルギー非増加性)

初期値 (1.1)に対応するＮＳＩＶＰ (1.2)の時間局所解 u ∈PL
[2,q]

[0,TM ]

に対して次の先験的評価が成立

する。

(3.1) ∥u∥L2
[0,TM ]

≤ ∥a∥L2 []

証明

ＮＳＩＶＰの初期値 aに対応する解 uは以下の関係式を満たす。但し t ∈ [0, TM ]とする。

(∂t − ν△)u2 = −2ν∂u∂u− ∂
(
·u

(
u2 +

2

ρ
p
))

, ∂u∂u =
∑
i,j

∂iuj∂iuj

u2
t = Kt∗a2 − 2

∫ t

0

dτ Kt−τ ∗ν∂uτ∂uτ −
∫ t

0

dτ ∂
(
Kt−τ ∗·uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

))
≤ Kt∗a2 −

∫ t

0

dτ ∂
(
Kt−τ ∗·uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

))
これより k∈{0}∪N および Br = {x∈Rn |x ≤ r }に対して次を得る。∫ k+1

k

dr

∫
Br

dV u2
t ≤

∫ k+1

k

dr

∫
Br

dV Kt∗a2 −
∫ t

0

dτ

∫ k+1

k

dr

∫
Br

dV ∂
(
Kt−τ ∗·uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

))
このとき、平均値の定理により、各 k∈{0}∪N に対して rk ∈(k,k+1) が存在して、次が成立つ。

lim
k→∞

∫ k+1

k

dr

∫
Br

dV u2
t = lim

k→∞

∫
Brk

dV u2
t = ∥ut∥22

同様に、次が成立つ。

lim
k→∞

∫ k+1

k

dr

∫
Br

dV Kt∗a2 = ∥Kt∗a2∥1 ≤ ∥a∥22

他方、以下を得る。但し、∂Br = {x∈Rn |x = r },∆Bk = {x∈Rn | k ≤ x ≤ k + 1 }とする。∣∣∣∣ ∫ k+1

k

dr

∫
Br

dV ∂
(
Kt−τ ∗·uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

))∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ k+1

k

dr

∫
∂Br

dSKt−τ ∗·uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

)∣∣∣∣
≤

∫ k+1

k

dr

∫
∂Br

dS Kt−τ ∗ uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

)
=

∫
∆Bk

dV Kt−τ ∗ uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

)
∞∑
k=0

∫
∆Bk

dV Kt−τ ∗ uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

)
=

∫
Rn

dV Kt−τ ∗ uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

)
=

∥∥∥Kt−τ ∗ uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

)∥∥∥
1
≤

∥∥∥uτ

(
u2
τ +

2

ρ
pτ

)∥∥∥
1
≤ C∥uτ∥33 < ∞

但し、次の結果を用いた。

∥up ∥1 ≤ ∥u ∥3∥ p ∥ 3
2
= ∥u ∥3∥ ρ△−1∂∂(uu)∥ 3

2
≤ C∥u ∥33

以上より、以下を得る。
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lim
k→∞

∫
∆Bk

dV Kt−τ ∗ uτ

(
u2
τ +

1

ρ
pτ

)
= 0

lim
k→∞

∫ k+1

k

dr

∫
Br

dV ∂
(
Kt−τ ∗·uτ

(
u2
τ +

1

ρ
pτ

))
= 0

従って、次を得る。

∥ut∥22 ≤ ∥a∥22
即ち所与の結果を得る。[]

命題４ (解の上限評価)

初期値 a ∈PL[2,q],q∈(n,∞]に対応するＮＳＩＶＰ (1.2)の時間局所解 u ∈PL
[2,q]

[0,TM ]

の Lr
t , r∈[2,∞] ノル

ムに対し、以下の先験的評価が成立する。

(3.2) ∥u(L)∥Lr
t
≤ C

(r)
1 (νt)−

n
2 ( 1

2−
1
r )∥a∥L2

∥u(NL)∥Lr
t
≤ C

(r)
2 ν−1(νt)−

n
2 (1− 1

r )+
1
2 ∥a∥2L2

(3.3) ∥∂αu(L)∥Lr
t
≤ C

(α,r)
1 (νt)−

n
2 ( 1

2−
1
r )−

|α|
2 ∥a∥L2

∥∂αu(NL)∥Lr
t
≤ C

(α,r)
2 ν−1(νt)−

n
2 (1− 1

r )+
1
2−

|α|
2 ∥a∥2L2

証明

Φt = tε, ε∈(0,(n
2 (1− 1

r )+
1
2 )

−1)あるいは Φt = tε
, ε∈(0,(n

2 (1− 1
r )+

1
2+

|α|
2 )−1)

として、時間変換積分方程式

(1.4)および (3.1)に基き以下を得る。

∥u(L)Φ
t ∥Lr ≤ C1(νΦt)

−n
2 ( 1

2−
1
r )∥a∥L2

∥u(NL)Φ
t ∥Lr ≤ c2

∫ t

0

dτ (νΦt−τ )
−n

2 (1− 1
r )−

1
2φτ∥a∥2L2 = C2ν

−1(νΦt)
−n

2 (1− 1
r )+

1
2 ∥a∥2L2

∥∂αu
(L)Φ
t ∥Lr ≤ C1(νΦt)

−n
2 ( 1

2−
1
r )−

|α|
2 ∥a∥L2

∥∂αu
(NL)Φ
t ∥Lr ≤ c2

∫ t

0

dτ (νΦt−τ )
−n

2 (1− 1
r )−

1
2−

|α|
2 φτ∥a∥2L2 = C2ν

−1(νΦt)
−n

2 (1− 1
r )+

1
2−

|α|
2 ∥a∥2L2

これより所与の結果を得る。[]

４.時間大域可解性解析

命題５ (ＮＳＩＶＰの時間大域可解性)

初期値 (1.1)に対応するＮＳＩＶＰ (1.2)について以下が成立つ。

(１)時間局所解 u∈PL
[2,q]

[0,T ]

に対し、延長時間 ∆T = ∆T (∥a∥L2 , T )と延長時間局所解 u∈PL
[2,q]

[0,T+∆T ]

が存在する。ここで ∆T (∥a∥L2 , T )は T の増加関数となる。

(２)時間大域解 uを持つ。これは u ∈ PL
[2,q]
[0,∞) ∩ PL

(q,∞]
(0,∞), ∂

αu ∈ PL
[2,∞]
(0,∞) を満たす。[]

証明

(１)は以下に依る。

有限時間区間における解 ut,t∈(0,T ] の終点を改めて初期時刻として、終点における解を改めて初期
値とし、改めて延長時間領域での可解性解析 (命題１)を行うことに依り、延長解の存在が分る。

延長解の t = T での先験的評価 ∥uT ∥Lq ≤ U
(q)
2 (∥a∥L2 , T ),q∈(n,∞](命題４) から、延長解の存在

時間に対して ∆T ≥ TM(U
(q)
2 (∥a∥L2 , T )) が成立する。U

(q)
2 (∥a∥L2 , t) が t の減少関数であり、

TM(ξ)が ξ の減少関数であることから、TM(U
(q)
2 (∥a∥L2 , T ))は T の増加関数となる。

(２)は以下に依る。

ＮＳＩＶＰが時間局所可解 (命題１)であること、そして、その有限時間区間での解が延長可能で
あること (上記 (１))、その延長時間が時間区間長に対して増加性であること (上記 (１))から、解
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の延長の反復に依り、任意に長い時間区間に対する解が存在することが分る。従ってＮＳＩＶＰは
時間大域可解である。

そして、(命題２)より、u ∈ PL
[2,q]
[0,∞) ∩ PL

(q,∞]
(0,∞), ∂

αu ∈ PL
[2,∞]
(0,∞) が分る。[]

命題６ (ＮＳＩＶＰの解の漸近減衰性および時間大域的有界性)

初期値 (1.1)に対応するＮＳＩＶＰ (1.2)の時間大域解 uに関して、以下が成立する。

(１)漸近減衰性

解 uおよびその空間変数偏導関数は、以下の t→∞に対する漸近減衰性を有する。
(4.1) ∥u(L)∥Lr

t
= O(t−

n
2 ( 1

2−
1
r ))

∥u(NL)∥Lr
t
= O(t−

n
2 (1− 1

r )+
1
2 )

(4.2) ∥∂αu(L)∥Lr
t
= O(t−

n
2 ( 1

2−
1
r )−

|α|
2 )

∥∂αu(NL)∥Lr
t
= O(t−

n
2 (1− 1

r )+
1
2−

|α|
2 )

(２)時間大域的有界性

解 uは、次の時間大域的有界性を有する。

(4.3) ∥u∥Lr
[0,∞)

< ∞ ,r∈[2,q] []

証明

(１)漸近減衰性

命題５に加え、(4.1)は (3.2)に、(4.2)は (3.3)に依る。

(２)時間大域的有界性

命題１の証明より ∥u(NL)∥Lq ≤ C∥a∥Lq ,t∈[0,TM ]、また命題３より ∥u(NL)∥L2 = ∥u− u(L)∥L2

≤ ∥u∥L2 + ∥u(L)∥L2 ≤ 2∥a∥L2 ,t∈[0,TM ] となり、これらの補間により次を得る。

∥u(NL)∥Lr ≤ C
(r)
1 ∥a∥θqLq∥a∥θ2L2

,θq=
1
2
− 1

r
1
2
− 1

q

,θ2=
1
r
− 1

q
1
2
− 1

q

,t∈[0,TM ],r∈[2,q]

他方、命題５と命題４より次を得る。

∥u(NL)∥Lr ≤ c
(r)
2 ν−1(νt)−γ∥a∥2L2 ≤ c

(r)
2 ν−1(νTM )−γ∥a∥2L2 ,t∈[TM ,∞),r∈[2,q]

以上に加え、命題１の TM(ξ)の表式を用いれば、以下を得る。

∥u(NL)∥Lr ≤ max{C(r)
1 ∥a∥θqLq∥a∥θ2L2 , c

(r)
2 ν−1(νTM )−γ∥a∥2L2}

≤ max{C(r)
1 ∥a∥θqLq∥a∥θ2L2 , C

(r)
2 ν−1−γβ∥a∥γβ

Lq∥a∥2L2},γβ=
γ
β

これより (4.3)を得る。

命題７ (ＮＳＩＶＰの解の初期値一様連続依存性および一意性)

初期値 (1.1) に対応するＮＳＩＶＰ (1.2) の時間大域解は、初期値に対して一様連続的に依存し、
また aに対して一意である。[]

証明

ＮＳＩＶＰの２つの初期値 a(1),a(2)
∈PL[2,q] に対応する解を u(1),u(2) とする。r∈[2,q] に対し、

t ∈ [0, TM ]において以下が成立する。

u
(1)
t − u

(2)
t = Kt∗(a(1)− a(2))−

∫ t

0

dτ P∂Kt−τ ∗(·u(1)
τ u(1)

τ − ·u(2)
τ u(2)

τ )

∥u(1) − u(2)∥Lr
t
≤ C1∥a(1)− a(2)∥Lr

+C2(∥u(1)∥Lq
[0,TM ]

+ ∥u(2)∥Lq
[0,TM ]

)

∫ t

0

dτ (ν(t− τ))−
n
2

1
q−

1
2 ∥u(1) − u(2)∥Lr

τ

これより、命題２ (１)と同様の議論から、t ∈ [0, TM ]において以下が成立する。
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∥u(1) − u(2)∥Lr
t
≤ C1∥a(1)− a(2)∥LrU (r)(t)

sup
t∈[0,TM ]

∥u(1) − u(2)∥Lr
t
≤ C1∥a(1)− a(2)∥LrU (r)(TM )

U (r)(t) =
∞∑
j=0

1

Γ (1 + jβ)

(
C2Γ (β)(∥u(1)∥Lq

[0,TM ]
+ ∥u(2)∥Lq

[0,TM ]
)ν−1(νt)β

)j
他方、r ∈ [2, q]とするとき、命題４と同様の議論に基き、t > 0において以下が成立する。

∥u(1)Φ
t − u

(2)Φ
t ∥Lr ≤ C1(νΦt)

−n
2 ( 1

2−
1
r )∥a(1) − a(2)∥L2

+c2(∥a(1)∥L2 +∥a(2)∥L2)

∫ t

0

dτ (νΦt−τ )
−n

2 (1− 1
r )−

1
2φτ∥a(1)−a(2)∥L2

≤ C1(νΦt)
−n

2 ( 1
2−

1
r )∥a(1) − a(2)∥L2

+C2ν
−1(νΦt)

−n
2 (1− 1

r )+
1
2 (∥a(1)∥L2 + ∥a(2)∥L2)∥a(1) − a(2)∥L2

∥u(1) − u(2)∥Lr
t
≤ ∥a(1) − a(2)∥L2U

(r)
2 (t)

これより、t ∈ [TM ,∞)において次を得る。

sup
t∈[TM ,∞)

∥u(1) − u(2)∥Lr
t
≤ ∥a(1) − a(2)∥L2U

(r)
2 (TM )

以上に依り、次を得る。

sup
t∈[0,∞)

∥u(1) − u(2)∥Lr
t
≤ ∥a(1)− a(2)∥Lr max{U (r)(TM ), U

(r)
2 (TM )}

従って、∥a(1) − a(2)∥Lr → 0に対して sup
t∈[0,∞)

∥u(1) − u(2)∥Lr
t
→ 0となる。即ち、解は初期値に

一様連続的に依存する。

上記の議論で a(1)=a(2)とすれば u(1)=u(2)が得られる。即ち解は初期値に対して一意となる。[]

５.無限遠定値問題

前項迄では、次式成立の観点で無限遠で 0となる解 uをもつ問題を扱った。

∥u∥qLq(Rn) =

∞∑
k=0

∫
|x|∈[k,k+1]

dV (x) |u(x)|q < ∞ , q∈[2,∞),t∈(0,∞)

これに対して本項では、次式成立の観点で無限遠で定値 c∈Rnとなる解 u# をもつ問題を扱う。

∥u# − c∥qLq(Rn) =

∞∑
k=0

∫
|x|∈[k,k+1]

dV (x) |u#(x)− c|q < ∞ , q∈[2,∞),t∈(0,∞)

即ち、初期関数 a# と解 u# が各々下記の条件 (5.1)(5.2)を満たすとする初期値問題を考える。

(5.1) a# ∈ c+ PL[2,q] , ∂αa# ∈ L[2,q]
, |α|=1,...,m

(5.2) u# ∈ c+ PL
[2,q]
(0,∞)

∂tu
# − ν△u# + (u# ·∂)u# +

1

ρ
∂p = 0 ,(t,x)∈(0,∞)×Rn

u#(0,x) = a#(x) ,x∈Rn

この問題の解の時間大域的存在や特性に関しては、方程式の変換に依り既述問題に準じた議論が可
能となる。即ち、ũ = u# − c, ã = a# − cとすれば、初期関数 ãと解 ũが下記の条件 (5.1)̃ (5.2)̃
を満たすとする初期値問題となる。

(5.1)̃ ã ∈ PL[2,q] , ∂αã ∈ L[2,q]
, |α|≤m

(5.2)̃ ũ ∈ PL
[2,q]
(0,∞)
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∂tũ− ν△ũ+ (c·∂)ũ+ (ũ·∂)ũ+
1

ρ
∂p = 0 ,(t,x)∈(0,∞)×Rn

ũ(0,x) = ã(x) ,x∈Rn

この方程式は、ＮＳ方程式と比較して線形１階の空間偏微分項が含まれる点で異なる。これに対応
して、熱核K(ν) の代りに、全空間Rn での線形方程式 ∂tf − ν△f + (c·∂)f = 0の初期値問題に
対応する次式の核 K̃(ν) を導入する。

K̃(ν)(t,x) =
1

√
4πνt

n exp
(
− (x− ct)2

4νt

)
次の積分方程式 (5.3)は、解の偏導関数が存在する場合、初期値問題 (5.1)̃ (5.2)̃と同値となる。

(5.3) ũt = K̃t∗a−
∫ t

0

dτ P(∂K̃t−τ ∗·ũτ ũτ) ,(t,x)∈(0,∞)×Rn

核 K̃ は熱核 K と同様の特性を有し、特に ∥K̃∥Lq
t
= ∥K∥Lq

t
, ∥∂αK̃∥Lq

t
= ∥∂αK∥Lq

t ,q∈[1,∞] が成
立する。これより、概ね本論と同様の議論が可能となり、この問題が次の形の時間大域解をもつこ
とが分る。

u# = c+ ũ(L) + ũ(NL)

他方、既述問題の解 uと本項の解 u# に対して、次の関係式が成立する。

(5.4) u#(t,x) = c+ u(t,x− ct)

これは、以下に依り証明される。

(∂t − ν△)u#(t,x) = (∂t − ν△)u(t,x− ct)− (c·∂)u(t,x− ct)

= −((u(t,x− ct) + c)·∂)u(t,x− ct)− 1

ρ
∂p

= −(u#(t,x)·∂)u#(t,x)− 1

ρ
∂p

関係式 (5.4)の利用に依り、既述問題の解の存在から、本項の問題の解の存在が自動的に得られる。

註 (ＣＭＩ問題との関連)

本論とＣＭＩ (クレイ数学研究所)問題 [8]との関連は、以下の通り。

ＣＭＩ問題では、４つの選択肢 (Ａ)(Ｂ)(Ｃ)(Ｄ)が示され、このうちの２者 (Ａ)(Ｃ)が３次元空間
の全領域 R3 での初期値問題に対するものとなっている。この２者 (Ａ)(Ｃ)では、初期値に対し、
非圧縮性に加え、任意階の空間偏導関数の存在とその空間減衰性が想定されている。

| ∂αa | ≤ Cα,K(1 + x)−K
,x∈R3,α∈({0}∪N)3,K≥0

この２者の条件は、本論の初期値に対する条件 a ∈ PL2 ∩ L∞ に対する十分条件になっており、
従って、本論の結果は、ＣＭＩ問題に対する結論を与えるものになっている。即ち、主張 (Ａ)は
肯定され、主張 (Ｃ)は否定される。

本論の結果は、時間大域解の存在のみでなく、一意性や適切性、偏微分可能性、減衰性等の各種の
解特性を与えるものとなっている。また、この２者の初期値に対する条件を緩和し、広範な初期値
に対して同様の結果が得られることを示すものとなっている。

また、これ以外の２者 (Ｂ)(Ｄ) に対する結論は、別論文 [9]において示される。この２者 (Ｂ)(Ｄ)

の結論は本論と類似する。
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