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SUR QUEL~UES PROGRESSIONS 

Do.ns cet article on construit des ensembles qui ont 10. propri
GtS suivemte ~ Cluel que soit leur po.rtnge en (Leux sous-enscm
~~es, au moins l'un de ces sous-ensembles contient au moins 
trois éléments en progression arithmétique (ou bien géométri
que). 

Lemme l ~ L'ensemble des nombres naturels ne peut pas être pé1rt~é 
en deux sous-ensembles ne contenant ni l'wi ni l'autre 3 nombres 
en progression ~rithm6tique. 

Sup:;Josons le contro.ire? et soient Ml et i'i1
2 

les deux sous-en-

sembles. Soit k El'I • 
l 

a) Si k+l E Iill' Rlors k-l ct k+2 sœlt 1&'1s rI
2

, sinon on pour-

rait construire une progression ~rithmétique dems Ml. Pour la 

même raison, )misClUC k-l et k+2 sont dcms bI
2

, 2,lors k-4 et 

k:+5 sont dans '\1 Donc 0 
1, 1. 0 

: k+l et k+5 s::mt dons M 
l 

donc k+3 est dMS M2 1 
k-4 et k sont d?.Jls M donc k+l~ est d:ms Mt j '\ 

on a obtenu que b1
2 

contient k+2, k+3 ct kt4, co qui est con
traire à l'hypothese • 

. b) si k+l~ M alors k+lf. M • ;ill:"lysons l' olément k-l. 
Si k-l Ë Ml ; on est d811S fe C8.S (;-1.) o'l deux ,.51 Jme:iJ.t s consé-

cutifs appartiennent P.,u même ensemble. 
Sik-l (. ~,I2' Alors, puisque k-l et k+l sont d3JlS M

2
, il en 

r-'::sul te que k-3 et k+3.~ I1~, donc ~ NI- il::ds on obtient l['~ 

progression D.ri thmétique k-3, k, k+3 dans nI' contrn.cliction. 

Lemme 2 : Si on met à part un nombre fini de termes de l'ensèmble 
des entiers nê..turels, l'ensc',ble obtenu gard.o encore 10. ~')ropri;:;té 
du lenlme 1-

D~s le lemme l, le choix de k ~tC'"i t o.rbi tro.ire, et pcmr eho.-
que k on obtenait, au moins dons l'un clos ensembles NI ou 1>12 , 
un triplet d'éléments en progression aritrunJtique g done au 
moins un d0 ces Jeux ensembles contient une infinité de tels 
triplots. 
Si on met à part un nomhre fini de n2turels, on met ",ussi à 
pD.rt un nombre fini cle triplets on progression o.ri thmétique. 
",lais l'un 2.U moins des c16ux ensembles j'iIl ou iiI2 cons0rvera un 

nombre infini cle triplets en ,.ragression ~ri t:hinStiquce 

Lomme 3 g Si il'.'.' i s cout clos n",turels O:'l. progression'èri t:hi"'1:Sti
que, 
et si 3

1
,3.

2
'.,0. est unE; progression ?,ritr.ll'TIGtique (respective-

ment géométrique), ~lors 0. , ••• ,0., est aussi une progr0ssion ~-
l l 

rithm6tique (respectivGmentlGéom~trfque). 
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Dümonstr~tion ~ pour chGque j on ~ g 2i. = i. l + i. l 
J J- J+ 

a) Si ~1'~2' •• ' est une progression arithmétique de r~ison r~ 

2~. = 2 (~l+(i.-l)r) = (a +(i. -l)r) + (a1+(i. l~l)r) 
L J 1 J-l . J+ 

J G. + Q,~ 
1. j _1 1. j +1 

~~e ~rogression géométrique de raison r 
2 2i -2 i -1 i-l 

é'...r j = (~.r j-l ).(é'"Or j+l ). 

b) Si al,a29~" est 
2 1..-1 2 

(a. ) = (P •• r J ) 
1.. 

J 
é',i j _

l
" "\j+l 

Théorème l g N'importe la m~i8re dont on partage l'ensemble des 
termes cl' une progression 2.ri thm6ti~ue ( respectivement géométrique) 
en 2 sous-ensembles g d~s l'un au moins de ces sous-ensembles il 
y ~ura au moins 3 termes en progression ['.ri th'Tlétique (respective
ment g60métrique). 

Démonstration g D'~près le lemme 3, il suf~it d'étudier le 
partage de l'ensemble des indices des termes cle l=. progres
sion en 2 sous-ensembles, et d'analyser l'existence (ou non) 
d' 8-U moins 3 indices en progression ari thm.§tique dans l' ~"l. de 
ces sous-ensembles. 
lIais l'ensemble des indices des termes de 1::,. progression est 
l'ensemble des nombres n=.turels, et on a dSmontré au lemme l 
qu'il ne peut pas être p~âgé en 2 sous-ensembles sans qu'il 
y '1i t :lU moins 3 nombres en progression 1.ri thmütique dClns l'un 
de ces sous-ensembles : le théorème est démontr6. 

Théorème 2 g Un ensemble A gui contient une progression arith:néti
que (respectivement g6onütrique) infinie, non constC'.nte, conserve 
le. propri 6t G cl_u thuorème 1. 

En effet, cela d5coule directement du fdt que tout pC'.rt~e 
de r<I im~)lique le p"'.rtc;.ge des termes ~e 1"'.. progression. 

Applic3.tion g"",ruelle que soit 1'1 f3çon dont onpm"t2.go l'ensemble 

A { l m 2m 3ill 
\. ( ,) 2 bl l' cl = ""0') ,fi €.tt en sous-ensem es, au moins un cee 

ces sous-ensenbles contÏ<:mt 3 termes en progression g;Joffi8trique. 
(G6n5r'llisation du probl:3ûc o~ 255 do lCl "Go,zetC'. I.1ate!l1Cltica", 
Buc2.rest, nOlO/198-1, p.I~OO). 
kt solution r.0sul te naturellement du th(orome 2, si on re!TI::',r-

, ( :11)n que ~uo A contient l~ progression GCo~. ~ = 2 
n 

, (n f N*) . 

De plus on peut cL5.nontrer Clue dans l'un :lU :i1oins clE:S sous-ensembles 
il y :). ~'1e infini tG dè triplets en )rogressio:n g,]o'njtrique, :p3.rce 
que A contient uno infinit5 de proéSrcssiol1s guom5triques diff~ren-

tes 
(èl) (m)n ~ Cl
n

' = p avec :: premier et n EN, 2.ux~uolles on peut 

:lp~)liquer IGS thuorèmGs l et 2. 
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